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ABSTRAKT
Filtrat aktiv, sot paraqesin elementin krucial në pajisjet elektronike, sidomos të atyre për
bartjen e sinjaleve dhe selektimit të tyre sipas frekuencave të caktuara për qëllime të ndryshme.
Filtrat aktiv, gjatë lëshimit të sinjalve nëpër atë, e bëjnë forcimin e komponentës së dobishme të
sinjalit, ndërsa komponentët e padëshiruara të atij sinjali i dobësojnë. Filtrat aktiv janë elemente
katërpolare. Sipas frekuencave të sinjaleve që i lëshojnë, filtrat aktiv ndahen në më shumë grupe
prej të cilave dallohen katër prej tyre:
•

Filtrat lëshues të frekuencave të ulëta (FLFU);

•

Filtrat lëshues të frekuencave të larta (FLFL);

•

Filtrat lëshues të brezit të frekuencave (FLBF) ose filtrat brezlëshues të frekuencave;

•

Filtrat jolëshues të brezit të frekuencave (FJBF) ose filtrat brezpengues të frekuencave.

Në punim me kujdes të veçantë janë trajtuar filtrat digjital, por janë shpjeguar edhe filtrat
elektronik (të kompozuar nga rezistorë, kondensatorë dhe/ose induktivitete). Të gjithë filtrat
analog janë të llojit IIR (Infinite impulse response). Me anë të paqetës programuese MATLAB
janë analizuar filtra aktiv të llojit IIR. Këta filtra kanë gjetur aplikim të madh në shumë sisteme
lineare inveriante në kohë (LTI sisteme).

Në punim janë marrë disa raste studimi të filtrave digjital IIR duke u bazuar në metodën e
përafrimit të filtrave analog të Çebishev-it, të Butherworth-it dhe eliptik me parametra të caktuar,
duke i trashëguar karakteristikat e këtyre zgjidhjeve. Të njejtit filtra i kemi analizuar edhe ne
përmes paketës programuese MATLAB, duke dhënë rekomandimet se për këto lloje filtrash çfarë
duhet të jenë performancat e tyre, që të kemi sa më pak dobësime të sinjalit në dalje.

Fjalët kyqe: Filtri aktiv, sinjalet, frekuenca, filtri i frekuencave të ulëta, të larta, brezlëshues,
brezpengues, Çebishev, Batherworth.
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1 HYRJE

1.1. Nocionet themelore për filtrat
Filtrimi është një nga operacionet më themelore në ndonjë sistem të përpunimit të sinjaleve.
Në përpunimin e sinjaleve, filtri është një pajisje që heq nga një sinjal disa komponente të
padëshiruara. Koncepti i filtrave në muzikë ka ekzistuar që nga shpikja e instrumenteve muzikore.
Edhe pse muzikantët nuk mund ta kuptojnë atë, një instrument muzikor si për shembull një kitarë
konsiderohet si një filtër. Forma e trupit të kitarës, për shembull, ndikon shumë në spektrin e
tingullit të prodhuar nga instrumenti. Kjo është saktësisht se çfarë bën një filtër, ai ndryshon
karakteristikat e një tingulli. Veshët dhe gojët tona janë shembuj të tjerë të njohur të filtrit, ata
përpunojnë dhe ndryshojnë karakteristikat e çdo tingulli që dëgjojmë ose prodhojmë. Në fillimet
e para ekzistonin vetëm qarqet analoge, më vonë, në fund të viteve shtatëdhjetë dhe në fillim të
viteve tetëdhjetë, zhvillimi i qarqeve digjitale shkaktoi shpërthimin e përpunimit të sinjalit digjital.
Pra, kjo temë është zgjedhur pikërisht për këtë aryje, që të llogarisim dhe dizajnojmë filtra aktiv
me sa më pak elemnete të padëshiruara, duke eleminuar ose minimizuar zhurmat.
Klasifikimi i filtrave mund të bëhet sipas klasifikimeve të shumta dhe të ndryshme, mirëpo
nuk ekziston ndonjë klasifikim i thjeshtë hierarkik.
Më poshtë është dhënë një klasifikim i filtrave:
•

Ideal dhe real

•

Analog dhe digjital

•

Linear dhe jolinear

•

Invariant dhe variant në kohë

•

IIR dhe FIR

1.1.1. Filtrat ideal
Një filtër është ideal kur e lejon kalimin e komponenteve spektrale të sinjalit në një brez të
frekuencave dhe plotësisht i eliminon komponentet spektrale të frekuencave tjera. [9]

1

1. Filtrat lëshues në frekuenca të ulëta (FLFU). Një filtër ideal i frekuencave të ulëta (FLFU)
është i specifikuar nga përgjigjia frekuencore me spektër amplitudinal:

Figura 1.1. Spektri amplitudinal i filtrit në frekuenca të ulëta.
|𝐻(𝜔)| = {

1, |𝜔| < 𝜔𝑐
0 |𝜔| > 𝜔𝑐

(1.1)

Ku 𝜔𝑐 është frekuenca e ndërprerjes (ose frekuenca cut-off). Karakteristika fazore e filtrit
ideal në frekuenca të ulëta është lineare.
2. Filtrat lëshues të brezit të frekuencave (FLBF)- Një filtër ideal lëshues i brezit është i
specifikuar nga përgjigjja frekuencore me spektër amplitudinal:

Figura 1.2. Spektri amplitudinal i filtrit lëshues të brezit frekuencor.
|𝐻(𝜔)| = {

1, 𝜔1 < |𝜔| < 𝜔2
0, 𝑡𝑗𝑒𝑟𝑎

Ku 𝜔1 dhe 𝜔2 janë frekuencat e ndërprerjes (ose frekuencat cut-off). Karakteristika fazore e
filtrit ideal lëshues të brezit është lineare.
3. Filtrat jolëshues të brezit të frekuencave (FJBF)- Një filtër ideal jolëshues i brezit të
frekuecave është i specifikuar nga përgjigjja frekuencore me spektër amplitudinal:
2

Figura 1.3. Spektri amplitudinal i filtrit jolëshues të brezit frekuencor.
|𝐻(𝜔)| = {

0, 𝜔1 < |𝜔| < 𝜔2
1, 𝑡𝑗𝑒𝑟𝑎

Ku 𝜔1 dhe 𝜔2 janë frekuencat e ndërprerjes (ose frekuencat cut-off). Karakteristika fazore e
filtrit ideal jolëshues të brezit është lineare.
4. Filtrat lëshues në frekuenca të larta (FLFL)- Një filtër ideal i frekuencave të larta (FLFL),
është i specifikuar nga përgjigjja frekuencore me spektër amplitudinal:

Figura 1.4. Spektri amplitudinal i filtrit lëshues në frekuenca të larta.
|𝐻(𝜔)| = {

0, |𝜔| < 𝜔𝑐
1, |𝜔| > 𝜔𝑐

Ku 𝜔𝑐 është frekuenca e ndërprerjes (ose frekuenca cut-off). Karakteristika fazore e filtrit
ideal lëshues në frekuenca të larta është lineare.
1.1.2. Filtrat real
Si shembull të një filtri real, mund të konsiderojmë qarkun RC: që punon si një filtër i
frekuencave të ulëta dhe ka përgjigje frekuencore me spektër amplitudinal:
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Figura 1.5. Qarku RC.
1

|𝐻(𝜔)| =
[1+(

1
𝜔 2 2
) ]
𝜔0

Figura 1.6. Spektri amplitudinal i qarkut RC.
𝜔

dhe spektër fazor 𝜃(𝜔) = − csc 𝜔 .
0

Figura 1.7. Spektri fazor i qarkut RC.
Filtrat real nuk i eliminojnë plotësisht frekuencat më të mëdha se frekuenca e ndërprerjes
(ose frekuenca cut-off), por i dobësojnë shumë, ashtu që efekti i tyre mund të neglizhohet. [9]
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1.2. Përshkrimin i fushës së studimit

Punimi i diplomës merret me dizajnimin e filtrave aktiv dhe elektronik të tipit IIR (Infinit
impuls response). Qëllimi kryesor i hulumtimit është dizajnimin i filtrave digjital të avancuar
përmes identifkimit të karakteristikave të tyre më të mira nën kushte të ndryshme të punës.
Natyrisht, në këtë punim janë shtruar detyra të cilat synojnë arritjet më të mira të karakteristikave
të filtrave të llojit IIR. Në dizajnimin e filtrave elektronik (me elemente R, L dhe C) nuk jam
përqëndruar shumë sepse ato janë shndërruar në filtra aktiv, me anë të transformimeve të
ndryshme.
Përmbajtja e kësaj teme bie në domenin e studimeve nga elektroteknika-telekomunikimi,
gjegj. më konkretisht nga përpunimi digjital i sinjaleve. Është një fushë e gjerë dhe e cila është
zhvilluar shumë shpejtë në dekadën e fundit. Filtrat elektronik janë të hershëm dhe ata kanë punuar
drejtpërdrejtë në pajisje dhe nuk kanë qenë të lidhura me ndonjë algoritëm, në dallim prej të cilave
filtrat aktiv të lojit IIR të cilët udhëhiqen dhe janë adaptabil duke i faleminderuar software-ve të
destinuara për këtë lëmi. Ky është shkaku se pse jam përcaktuar për këtë temë.

1.3. Qëllimi i hulumtimit dhe objektivat për arritjen e qëllimit të hulumtimit

Qëllimi im ka qenë që të kontribuoj në përmirësime lidhur me karakteristikat (performansat)
e fitrave aktiv të llojit IIR.
Fusha që kamë zgjedhur për studim në këtë temë masteri ka të bëjë me dizajnimin e filtrave
digjital rekurziv, gjegj. të filtrave digjital IIR (Infinit impuks response). E kamë zgjedhur për
studim këtë temë duke u bazuar në përdorimin e gjërë që kanë këta filtra në praktikë në fusha të
ndryshme si në pajisjet elektronike për muzikë, pajsijet mjeksore, etj.
Kjo temë, siç do të shihet, do të merret me llogaritjen dhe dizajnimin e filtrave aktiv të llojit
IIR. Është fakt se futja përditë e më shumë e teknikës digjitale në funksione të ndryshme
teknologjike, implikon pashmangshëm edhe aplikimin e filtrave digjital aktiv në këtë teknologji.
Filtrat aktive në pajisjet digjitale për përpunimin digjital të sinjaleve janë aktuale edhe për faktin
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se shumë pajisje të teknologjisë analoge të përpunimit dhe të transmetimit të sinjaleve po
zëvendësohen me teknologjinë digjitale.
Qëllimi kryesor i hulumtimit është dizajnimin i filtrave digjital të avancuar në këtë lëmi duke
mos mbetur mbrapa teknologjive moderne meqë kjo teknologji përditë e më shumë po instalohet
në pajisjet e teknikës së transmetimit të programeve televizive, të internetit, të makinave
medicinale, në teknlogjinë e telekomunkimit, etj.
Objektiva kryesore e këtij punimi është që përmes mjeteve moderne të analizës dhe sintezës
së filtrave me anë të paqetave programuese të destinuara për këtë qëllim (MATLAB, LABVIEW)
të dizajnohen filtra të rinjë dhe të ridizajnohen ata ekzistues me qëllim të ngritjes së performancës
së tyre. Këto objektiva i kam materializuar nëpërmjet sintezës dhe analizës së rasteve të studimit
të paraqitura më poshtë.

1.4. Përshkrimi i problemit

Probemi kryesor me të cilin jam marrë në këtë punim ka qenë dizajnimi i filtrave me
funksione transmetuese me performansa të përshtatshme për trajtimin e sjelljeve të tyre ndaj
sinjaleve të standardizuara deri në një frekuencë të caktuar. Janë studjuar problemet me sinjalet që
filtrohen dhe të cilat kanë frekuenca më të mëdha se sa frekuencat kufitare të filtrave të dizajnuar.
Kjo është bërë ashtu që kemi pas kujdes që të mos lëshohen sinjale me brez frekuencor i cili nuk
është i përshtahtshëm për brezin e filtrit të dizajnuar. Në ato raste i kemi vërejtur anomalitë kufitare
të cilat mund të ndodhin në sistemet IIR.
Në punim janë trajtuar (simuluar dhe analizuar) këto lloje të filtrave digjital rekurziv të llojit
IIR:
a) Flitri lëshues i frekuencave të ulëta
b) Filtri lëshues i frekuencave të larta
c) Filtri brezlëshues i frekuencave
d) Filtri brezjolëshues (pengues) i frekuencave

6

Ky trajtim është bërë duke i ndryshuar vlerat e elementeve të filtrave aktiv digjital IIR. Janë
krijuar modele të shumtë për secilin prej këtyre llojeve filtrash që janë paraqitur më lartë, duke
krijuar deri në 50 modele. Pas analizës së sjelljes së tyre është bërë përzgjedhje e atyre modeleve,
karakteristikat e të cilëve iu kanë ofruar sa më shumë karakteristikave të mostrës ideale të filtrit
përkatës. Karakteristikat e filtrave janë përshkruar matematikisht në formë të funksioneve
transmetues.

1.5. Metodologjia e punës dhe e hulumtimit

Së pari jemi munduar që të bëhet mbledhja e materialit (librave, broshurave, linqeve, etj.)
me përmbajtje të këtij lloji. Për këtë kam lexuar dhe përgatitur afërsisht një vit për të filluar temën.
Pas kësaj, kam marrë detyra konkrete në të cilat kam punuar një kohë të gjatë. I kam studiuar
metodat e krijimit të filtrave dhe pastaj i kam dizajnuar vetë. Studimin e performansave të tyre e
kam bërë nëpërmjet shqyrtimit të funksioneve transmetuese të fituara. Në të vërtetë kam gjetur
modelet e tyre matematikore nga të cilat i kam studjuar sjelljet e tyre duke shfrytëzuar paqete të
specializuara për këtë qështje. Unë e kam shfrytëzuar MATLAB-in si një paqetë më e përshtatshme
për simulimin e këtyre modeleve. Me një fjalë, metodologjia ime e fitimit të rezultateve të punës
është bazuar në kompjuterin (Computer-based methodology). Pas përfitimit të më shumë se 50
modele matematikore me anë të SIMULINK-un (si pjesë e MATLAB) janë bërë hulumtime vetëm
mbi disa modele me performansa më të përshtatshme për hulumtim. Simulime të llojllojshme dhe
në numër të madh janë kryer në skemat virtuale të krijuara në Simulink. Me anë të kësaj metode
të punës janë arritur rezultatet e dëshiruara; duke i testuar të gjitha modelet e krijuara
matematikisht. Filtrat IIR të paraqitur në temë paraqesin disa nga modelet më të mira të realizuara
në këtë punim.
Me një fjalë, në këtë punim janë përdorur metodologji hulumtimi që sot njihen si
metodologji, kualitative, kuantitave, ekperimentale, etj.
1.6. Pyetjet hulumtuese

Rezultatet e fituara kanë ngritur një numër hipotezash dhe kanë zbuluar disa pyetje për
hulumtim të mëtejmë. Ndër pyetjet në formë hipotezash po i cekim këto:
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1) Cilat karakteristika duhet ti ketë një filtër digjital rekurziv stabil?
2) Si mund të përfitohet funsioni transmetues i një filtri digjital rekurziv që të përmbajë sa më
pak elemente elektronike (mbledhës, shumëzues, komparatorë, etj.)?
3) Cilat lloje të transformimeve duhet të përdoren që filtrat elektronik të shndërrohen në filtra
aktiv të llojit IIR?
4) Cilat realizime filtrash japin rezultat më të mirë: e drejtpërdrejtë, kaskadike, paralele apo
valore?

1.7. Rezultatet e pritshme

Rezultatet e hulumtimit janë fituar për disa lloje të filtrave digjital rekurziv duke parë se
funksionet parciale të fituara gjatë llogaritjeve të funksioneve transmetuese të tyre, nëse lidhen me
lidhje kaskadike japin një sinjal dalës të dëshiruar dhe të pritshëm.
Në fund, pyetja që i kam shtruar vehtes është se pse u përcaktova për filtrat aktiv të llojit IIR
dhe jo për ata FIR. Avantazhi kryesor i filtrave IIR ndaj filtrave FIR është se filtrat IIR zakonisht
kanë një numër specifikash për filtrat me shkallë (eksponent) të ulët krahasuar me atë
korespondues të llojit FIR. Për faktin se filtrat IIR kanë fazë jolineare, bartja e të dhënave në
MATLAB nuk mund të bëhet online, kështu që e tërë sekuenca e të dhënave është e disponueshme
para filtrimit, atëherë eliminimi i fazës jolineare të këtij filtri mund të fitohet nëpërmjet qasjes
tjetër (nëpërmjet të aq. funksionit filtfilt të MATLAB-it).
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2 SHQYRTIMI I LITERATURËA PËR FILTRAT AKTIV IIR
Pal, R. (2018), ‘Comparison of the design of FIR and IIR filters for a given specification
and removal of phase distortion from IIR filters’, IEEE Xplore, pub. In 2017 International
Conference on Advances in Computing, Communication and Control (ICAC3), p.1-3. Mumbai,
India. Te përpunimi digjital i sinjaleve, të dy llojet e filtrave Finite Impulse Response (FIR) dhe
Infinite Impulse Response (IIR) mund të dizajnohen nga një e dhënë teknike (specifike). Të dyja
këto metoda të dizajnimit kanë avantazhet dhe disavantazhet e tyre. Ky dokument merr parasyshë
të dhëna specifike të caktuara për të dizajnuar të dy filtrat FIR dhe IIR. Një sinjal i vetëm hyrës
është lëshuar nëpër të dy këta filtra. Të dy projektet janë krahasuar me gjithë kompleksitetin e
qarkut, si vonesa në grup, shtrembërimi i fazës dhe përgjigja e daljes. Një barazues tensionesh
(equalizer) gjithashtu është dizajnuar për të hequr distorzionin e fazës së filtrit IIR. [1]
Basiri, A. M., Mahammad, N. ‘Configurable Folded IIR Filter Design’,(2015), Volume:
62, Issue: 12 p. 1144 – 1148, Published in: IEEE Transactions on Circuits and Systems II:
Express Briefs. Në këtë punim është dhënë një arkitekturë e integruar me efiçiencë të shkallës së
gjerë për dizajnin e filtrit të konfigurueshëm IIR, i cili përdoret në aplikacionet moderne të
përpunimit digjital të sinjaleve në kohë reale si p.sh. equalizimin e altoparlantit. Filtri i propozuar
IIR i rendit të 6-shtë është dizajnuar me tre filtra IIR të rendeve të 2-të të lidhur në kaskadë. I njëjti
është përdorur për të operuar në lidhje paralele duke e përdorur një filtër IIR të rendit të 6-të ose
tre filtra IIR të rendeve të 2-të ose një të rendit të 4-të dhe një të rendit të 2-të. Filtri IIR i propozuar
i rendit të 6-të arrin reduktimin prej 58.4% të energjisë për operim krahasuar me arkitekturat
konvencionale. [2]
Nongpiur, C. R., Shpak, J., D., Antoniou, A. (2013), ‘Improved Design Method for Nearly
Linear-Phase IIR Filters Using Constrained Optimization’, IEEE Transactions on Signal
Processing, Volume: 61, Issue: 4, p: 895 – 906. Në këtë punim është propozuar një metodë e re
për optimizimin për dizajnimin e filtrave digjital IIR me fazë pothuajse lineare që i plotësojnë
specifikimet e përshkruara (kërkuara). Devijimi i vonesave në grup minimizohet nën kufizimet që
luhatjet në brezin lëshues dhe që shuarjet në brezin e ndalimit (moslëshimit) janë brenda
specifikimeve të përshkruara kështu që të mund të arrihet një vonesë e përshkruar ose e optimizuar
e grupit. Një veçori shtesë e metodës, e cila është shumë e dobishme në disa aplikacione të
caktuara, është se ajo siguron aftësinë e limitimit të gejnit maksimal në brezat e tranzicionit për të
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qenë nën nivelin e përshkruar. Rezultatet eksperimentale tregojnë se filtrat e dizajnuar, duke
përdorur metodën e propozuar kanë devijimin e vonesave të grupit shumë më të ulët për të njëjtin
luhatje të brezit lëshues dhe shuarje në brezin ndalues kur krahasohet me filtrat korrespondues të
dizajnuar me disa metoda moderne. [3]
Takeda, M., Aritsuka, T. (1987). Aplikimi praktik i filtrave aktivë për kondicionimin e fuqisë
në rrjetat distributive, IEEE-IAS, , Mitsubishi Electr. Corp., Kobe, Japan. Filtrat aktivë përdoren
gjerësisht për qëllime të ndryshme, siç janë kompensimi i harmonikëve të rrymës, kompensimi i
rrymës reaktive, kompensimi i luhatjeve të rrymës etj. Ata zënë vend të merituar në qarqet e
kontrollit në energjetikë. Tani ato bëhen të domosdoshëm për zgjidhjen e problemeve të cilësisë
së energjisë në rrjetet e shpërndarjes. Për aplikim efektiv të filtrave aktivë, parametrat e tyre të
kontrollit duhet të zgjidhen në mënyrë adekuate, sepse performanca e filtrit aktiv është shumë e
ndikuar nga këto parametra. Në këtë dokument janë dhënë disa shembuj të aplikimit të filtrit aktiv
për qëllimet e mësipërme, si mund të përcaktohen parametrat optimalë të kontrollit për qëllimet
përkatëse, dhe karakteristikat operative të filtrave aktivë, së bashku me një krahasim midis
karakteristikave të analizuara dhe të matura të kompensimit. [4]

2.1. Sistemet diskrete invariante në kohë
Filtri digjital është sistem që përdoret për filtrimin e sinjaleve digjitale. Pra, filtrimi digjital
është proces i llogaritjes ose algoritëm me të cilin një seri numerike që ne e konsiderojmë si hyrje
transformohet në dalje nga një numër i madh hyrjesh. Algoritmi mund të shënohet në softverin e
kompjuterit si nënprogram për përdorim të përgjithshëm ose në hardverin e kompjuterit për
përdorim special. Kështu emri “filtër digjital” nënkuptohet si nënprogram hardverik. Filtrat digjital
kanë rëndësi të veçantë në përpunimin dhe transmetimin e sinjaleve digjitale.
Rezultatet e para në këtë fushë janë paraqitur pas Luftës së Dytë Botërore, ndërsa zhvillimi
intensiv i teorisë së filtrave digjital, fillon në mesin e viteve të 60-ta. Interesimi për këtë lëmi është
rritur në dekadën e kaluar duke ju falemnderuar përparimit dhe zhvillimit teknik të kompjuterëve
dhe teknologjisë së qarqeve të integruara.
Për filtrat digjital ekziston një literaturë e gjerë e cila trajton metodat e projektimit,
realizimit, analizës së gabimeve dhe implementimit. Deri para disa viteve te hulumtimi në fushën
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e filtrave digjital ka pasur më shumë rëndësi zbatimi teorik sesa praktik, sepse realizimi i tyre ka
qenë shumë më i ndërlikuar dhe më i shtrenjtë në krahasim me filtrat analog. Megjithatë me
përparimin e prodhimtarisë së qarqeve me shkallë të lartë të integritetit dhe zhvillimit të
mikroprocesorëve, është bërë i mundshëm realizimi i filtrave digjital. Sigurisht që në një të ardhme
të afërt do të kemi mikroprocesorë dhe qarqe digjitale më të shpejta sesa sot dhe me çmim më të
ulët.
Interesimi për përdorimin e filtrave digjital është i motivuar nga një numër i madh i vetive
specifike të cilat i dallojnë nga filtrat e tjerë. Përparësitë themelore të filtrave digjital janë kryesisht
ato që i përshkruhen edhe sistemeve digjitale:
-

Karakteristikat programabile;

-

Tolerancat e komponenteve nuk janë kritike;

-

Ndikimi i rrethinës dhe kujdesi;

-

Mund të arrihet me saktësi të lartë;

-

Fitohet besueshmëri e lartë në punë;

-

Dimensionet janë të vogla.

Në krahasim me teknologjitë e tjera, filtrat digjital kanë edhe mangësitë e veta të cilat deri më
sot nuk janë tejkaluar. Ato janë:
-

Shpejtësia e pamjaftueshme e cila e kufizon përdorimin në lëmin e frekuencave të ulëta;

-

Prania e zhurmës;

-

Vështirë realizohet dinamika më e lartë e sinjalit;

-

Ҫmimi i lartë.

Filtrat digjital ndahen në dy klasa të mëdha: rekurziv dhe jorekurziv.
Me filtrat digjital jo rekurziv mund të fitohet karakteristika fazore dhe një varg i
karakteristikave të ndërlikuara. Ata janë veçanërisht interesant për përdorim si konektor adaptiv.
Filtrat digjital rekurziv mund të realizojnë përkatësisht të njëjtat karakteristika amplitudinale
sikurse filtrat analog. Ata zakonisht përdoren për realizimin e karakteristikave amplitudinale
selektive nga ndarja e ndonjë shtrirjeje frekuencore. Algoritmet me të cilat realizohen filtrat
rekurziv, zakonisht janë të thjeshtë dhe kërkojnë më pak kohë për llogaritje në krahasim me
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algoritmet e filtrave jorekurziv. Mirëpo, te filtrat jorekurziv karakteristikat fazore lineare adaptive
janë të pa zëvendësueshme.
Procesi i projektimit të filtrave digjital është i ngjashëm me procesin e projektimit të filtrave
analog dhe përbëhet nga këto faza:
1. Përcaktimi i funksionit të sistemit (procesi i përafrimit);
2. Realizimi (formimi i rrjetave strukturore digjitale);
3. Analiza e gabimeve dhe zhurma;
4. Implementimi.
Sot ekziston një numër i madh punimesh të cilat përcaktojnë metodat e realizimit, metodat
aproksimative (të përafrimit), analizës dhe implementimit të filtrave digjital rekurziv. Te metodat
aproksimative më së shpeshti shfrytëzohen rezultatet teorike të filtrave analog si pikënisje, të cilat
janë të mirënjohura dhe në detaje të shqyrtuara.
Filtrat digjital rekurziv i takojnë klasës së sistemeve diskrete invariante në kohë, prandaj në
fillim do të cekim vetitë themelore të këtyre sistemeve. Procesimi i sinjaleve në sistemet reale
nënkupton përpunimin amplitudinal të sinjaleve diskrete në kohë, kur është i dhënë koeficienti i
sistemit me saktësi të caktuar. Gjatë shqyrtimit teorik konsiderojmë se mostrat amplitudinale të
koeficientit të sinjalit të sistemit janë dhënë me saktësi të lartë.
Sinjalet diskrete janë të definuara vetëm për vlera diskrete pavarësisht ndryshimeve kohore.
Në rastin e përgjithshëm diskretizimi në kohë është i njëtrajtshëm 𝑡 = 𝑛 ∙ 𝑇, ku T është intervali
ndërmjet dy matjeve. Sinjalet diskrete matematikisht përfaqësojnë një varg të numrave (seri).
Teoria e sistemeve diskrete shqyrton procesimin e sinjaleve të cilat paraqiten në një seri të
numrave. Seria e numrave në shkallën e n-të janë numrat në seri te shënuar me serinë 𝑥(𝑛), ose
mund të shënohen edhe kështu:
{𝑥(𝑛)}

𝑁1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁2

(2.1a)

{𝑥(𝑛𝑇)}

𝑁1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁2

(2.1b)

𝑥(𝑛)

𝑁1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁2

(2.1c)

𝑥(𝑛𝑇)

𝑁1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁2

(2.1d)
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Një njësi matëse e serisë (figura 2.1.a) definohet me këtë shprehje:
0, 𝑛 ≠ 0
𝛿(𝑛) = {
1, 𝑛 = 0

(2.2)

Njësia matëse në analizën e sinjaleve diskrete dhe sistemeve ka të njëjtin rol sikur njësia e
funksionit (impulsi i Dirakut 𝛿(𝑡)) në analizën e sinjaleve kontinuale. Figura 2.1.b paraqet
𝛿(𝑛 − 𝑛0 ), që do të thotë se njësia matëse vonohet për 𝑛0 nga matja e cila definohet si:
1, 𝑛 = 𝑛0
𝛿(𝑛 − 𝑛0 ) = {
0, 𝑛 ≠ 𝑛0

(2.3)

Disa shembuj të serive kryesore janë paraqitur në figurën 2.1.

Figura 2.1. Seritë e rëndësishme të cilat shfrytëzohen në shqyrtimin e sistemeve diskrete.
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Figura 2.1.c paraqet një pjesë të zhvendosur të serisë 𝑢(𝑛) e cila definohet në këtë mënyrë:
𝑢(𝑛) = {

1, 𝑛 ≥ 0
0, 𝑛 < 0

(2.4)

Një pjesë matëse e serisë, mund të paraqitet me ndihmën e një pjese të serisë:
𝑢(𝑛) = ∑𝑛𝑘=−∝ 𝛿(𝑘)

(2.5)

Figurat 2.1.d dhe 2.1.e paraqesin rënie eksponenciale të serisë 𝑔(𝑛) dhe serisë sinusoidale
𝑓(𝑛) të cilat definohen si:
𝑎𝑛 , 𝑛 ≥ 0
0, 𝑛 < 0

|𝑎| < 1

(2.6)

𝑓(𝑛) = cos ( 𝑛 ) për çdo n

(2.7)

𝑔(𝑛) = {

2𝜋𝑛
0

Duke shqyrtuar impulsin bazë të definuar si (2.2) mund të paraqesim çdo seri me anë të
shumëzimit dhe vonesës së impulsit. Shqyrtojmë serinë të përcaktuar nga numrat
𝑎(0), 𝑎(1), 𝑎(2), …, ku 𝑎(𝑛) paraqet amplitudën e n-të të anëtarëve të serisë. Kjo seri mund të
paraqitet thjesht me formulën:
{𝑎(𝑛)} = ∑∝𝑘=−∝ 𝑎(𝑘) 𝛿(𝑛 − 𝑘)

(2.8)

Formula (2.8) është forma e përgjithshme për paraqitjen e serisë së dëshiruar dhe
shfrytëzohet për analizën e sistemeve lineare dhe sistemeve diskrete invariante në kohë. [5], [6]

2.1.1. Sistemet lineare invariante në kohë
Detyra e sistemeve diskrete është që një seri, të cilën e konsiderojmë si hyrje, ta rikthejë në
një tjetër seri të cilën e konsiderojmë si dalje. Në figurën 2.2. është dhënë paraqitja e thjeshtuar e
sistemit diskret. Hyrja është shënuar me 𝑥(𝑛), ndërsa dalja me 𝑦(𝑛).

Figura 2.2. Paraqitja e sistemit diskret.
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Marrëdhënia ndërmjet hyrjes dhe daljes shënohet me relacionin:
𝑦(𝑛) = 𝜙[𝑥(𝑛)]

(2.9)

prej nga madhësia 𝜙 paraqet vetë sistemin.
Sistemi linear definohet në këtë mënyrë. Në qoftë se 𝑥1 (𝑛) dhe 𝑥2 (𝑛), janë seritë hyrëse në
sistemin të cilat u përgjigjen serive dalëse 𝑦1 (𝑛) dhe 𝑦2 (𝑛), atëherë, për sistemet lineare vlen
relacioni:
𝜙|𝑎𝑥1 (𝑛) + 𝑏𝑥2 (𝑛)| = 𝑎𝑦1 (𝑛) + 𝑏𝑦2 (𝑛)

(2.10)

nga 𝑎 dhe 𝑏 janë konstante.
Te sistemet invariante kohore, nëse serisë hyrëse 𝑥(𝑛) i përgjigjet seria dalëse 𝑦(𝑛), atëherë
serisë hyrëse 𝑥(𝑛 − 𝑛0 ) i përgjigjet seria dalëse 𝑦(𝑛 − 𝑛0 ) për çdo 𝑛0 . Nëse madhësia 𝜙 e
karakterizon sistemin, definicioni i sistemit invariant kohor, paraqitet me relacionin:
𝜙[𝑥(𝑛)] = 𝑦(𝑛)
𝜙[𝑥(𝑛 − 𝑛0 )] = 𝑦(𝑛 − 𝑛0 )

për çdo 𝑛0

(2.11)

Tani do të tregojmë një veti shumë të rëndësishme të sistemeve lineare invariante në kohë,
e që është vendosja e konvolucionit në mes të serisë hyrëse dhe përgjigjes impuls të sistemit. Le
të jenë dhënë 𝑥(𝑛) seri në hyrje të sistemit dhe 𝑦(𝑛) seri në dalje të sistemit. Nëse me ℎ(𝑛) e
shënojmë përgjigjën impuls të sistemit, atëherë do të kemi:
ℎ(𝑛) = 𝜙[𝛿(𝑛)]

(2.12)

Në formulën (2.8) është dhënë forma e përgjithshme për paraqitjen arbitrare të serisë me anë
të impulsit, pra kështu seria hyrëse 𝑥(𝑛) mund të shënohet në këtë formë:
𝑥(𝑛) = ∑∞
𝑘=−∞ 𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘)

(2.13)

Pasi që ℎ(𝑛) është përgjigjja e serisë 𝛿(𝑛), mund të themi se për sistemin invariant në kohë
ℎ(𝑛 − 𝑘) ka përgjigjje në serinë 𝛿(𝑛 − 𝑘), që rrjedh nga definicioni për sistemin invariant në kohë
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(2.11). Nga vetitë lineare dihet se përgjigjja e serisë 𝑥(𝑘)𝛿(𝑛 − 𝑘) duhet të jetë 𝑥(𝑘)ℎ(𝑛 − 𝑘). Në
bazë të këtyre analizave vijmë në përfundim se përgjigja e 𝑥(𝑛) duhet të jetë:
𝑦(𝑛) = ∑∞
𝑘=−∞ 𝑥(𝑘)ℎ(𝑛 − 𝑘)

(2.14a)

e që i përgjigjet konvolucionit të kërkuar.

Thjeshtë, me zëvendësimin e ndryshoreve, ekuacioni (2.14a) mund të shkruhet në formën:
𝑦(𝑛) = ∑∞
𝑘=−∞ ℎ(𝑘)𝑥(𝑛 − 𝑘)

(2.14b)

Për shënimin e konvolucionit ndërmjet serive, shpesh përdoret shprehja:
𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛)

(2.14c)

Në bazë të ekuacionit (2.14) rrjedh se seria ℎ(𝑛) plotësisht e karakterizon sistemin linear
invariant në kohë. [5], [9]

2.1.2. Kauzaliteti dhe stabiliteti
Sistemi linear invariant në kohë është kauzal apo i realizueshëm, nëse dalja 𝑛 = 𝑛0 varet
vetëm nga ato vlera hyrëse të serisë për të cilat vlen 𝑛 ≤ 𝑛0 . Për sistemin linear invariant në kohë,
do të thotë që përgjigjia impuls e sistemit ℎ(𝑛) është zero për 𝑛 < 0.
Sistemi linear invariant në kohë është stabil, në qoftë se çdo seri e hyrëse e kufizuar,
shkakton serinë dalëse të kufizuar. Kusht i mjaftueshëm dhe i nevojshëm që sistemi të jetë stabil
është që përgjigjja e impulsit ℎ(𝑛) të e kënaq barazimin:
∑∞
𝑛=−∞|ℎ(𝑛)| < ∞

(2.15)
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2.1.3. Ekuacionet e diferencës
Llojet e sistemeve lineare dhe diskrete invariante në kohë që u takojnë filtrave digjital, kanë
veti që seria hyrëse 𝑥(𝑛) dhe seria dalëse 𝑦(𝑛), janë të lidhura në ekuacione e diferencës me
koeficient konstant. Ekuacionet e diferencës karakterizojnë filtrin digjital, ashtu sikurse
ekuacionet diferenciale që i karakterizojnë filtrat analog. Paraqitja e sistemeve diskrete përmes
ekuacioneve e diferencës është e një rëndësie të veçantë, sepse, kështu mundësohet një pasqyrim
i shpejt për realizimin e sistemit.
Forma më e thjeshtë e ekuacioneve e diferencës të shkallës së N-të, me koeficientë konstant
është dhënë me shprehjen:
𝑁
𝑦(𝑛) = ∑𝑁
𝑘=0 𝑎𝑘 𝑥(𝑛 − 𝑘) − ∑𝑘=1 𝑏𝑘 𝑦(𝑛 − 𝑘) , 𝑛 ≥ 0

(2.16)

ku seritë {𝑎𝑘 } dhe {𝑏𝑘 } karakterizojnë sistemin e dhënë.
Sipas formës, së ekuacioneve e diferencës, dallojnë dy lloje të filtrave digjitale: rekurziv dhe
jorekurziv. [5]
2.1.4. Filtri digjital rekurziv dhe jorekurziv
Filtri digjital jorekurziv definohet me ekuacionin e diferencës linear të shkallës N:
𝑦(𝑛) = ∑𝑁
𝑘=0 𝑎𝑘 𝑥(𝑛 − 𝑘)

(2.17)

Impulsi dalës i filtrave jorekurziv varet nga të gjitha N-impulset e sinjalit hyrës të cilët i
kanë parapri vrojtimit momental, por që nuk varen nga impulsi paraprak i serisë dalëse.
Karakteristikë me rëndësi e filtrave jorekurziv është se, përgjigja e sistemit në impulsin ℎ(𝑛) është
me kohëzgjatje përfundimtare. Prandaj këta filtra quhen edhe filtra digjital impulsiv, dhe
shpeshherë shënohen me shkurtesën FIR (Finite Impulse Response).
Te filtrat digjital rekurziv impulsi në dalje, varet nga të gjithë N-impulset në hyrje të sistemit,
të cilit i ka parapri vëzhgimi momental, si dhe nga N-impulset paraprake në dalje të sistemit. Filtrat
digjital rekurziv janë përshkruar përmes ekuacionit të diferencës (2.16). Përgjigjja e impulsit të
filtrit rekurziv ka kohëzgjatje të pacaktuar dhe këta filtra quhen edhe filtra të pafundëm impulsiv
IIR (Infinite Impulse Response). [5], [8]
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2.1.5. Përgjigjja frekuencore
Për të caktuar përgjigjen frekuencore të sistemit linear invariant në kohë dhe diskret do ta
përcjellim sjelljen e tij, atëherë kur gjendet në hyrje një zgjedhje e veçantë e serisë 𝑥(𝑛):
𝑥(𝑛) = 𝑒 𝑗𝜔𝑛

−∞ < 𝑛 < ∞

(2.18)

Do të tregojmë se seria 𝑦(𝑛) në dalje të sistemit është e barabartë me serinë hyrëse 𝑥(𝑛) të
shumëzuar me faktorin kompleks të peshës i cili varet vetëm nga 𝜔. Nëse serinë e definuar me
(2.18) e sjellim në hyrje të sistemit linear invariant në kohë, përgjigjja e të cilit është impulsi ℎ(𝑛),
atëherë seria dalëse 𝑦(𝑛) në bazë të formulës (2.14b) do të jetë:
𝑗𝜔(𝑛−𝑘)
𝑦(𝑛) = ∑∞
𝑘=−∞ ℎ(𝑘)𝑒

(2.19)

−𝑗𝜔𝑘
= 𝑒 𝑗𝜔𝑛 ∑∞
𝑘=−∞ ℎ(𝑘)𝑒

(2.20)

= 𝑥(𝑛)𝐻(𝑒 𝐽𝜔 )

(2.21)

Kështu që me serinë e zgjedhur në hyrje e cila është definuar me (2.18) shohim se seria
dalëse është e barabartë me prodhimin (produktin) e serisë hyrëse dhe funksionit kompleks 𝐻(𝑒 𝐽𝜔 )
i cili është definuar me anë të shprehjes (2.20) në bazë të impulsit:
−𝑗𝜔𝑛
𝐻(𝑒 𝐽𝜔 ) = ∑∞
𝑛=−∞ ℎ(𝑛)𝑒

(2.22)

Te seria hyrëse me formë ekuivalente 𝑒 𝑗𝜔𝑛 , me frekuenca të diskretizuara 𝜔, faktorin
𝐻(𝑒 𝐽𝜔 ) e quajmë përgjigje frekuencore të sistemit, sepse jep karakteristikat e sistemit linear
invariant në kohë për çdo 𝜔. Si shembull të llogaritjes së përgjigjes frekuencore, shqyrtojmë
sistemin linear invariant në kohë, përgjigja impulsive e të cilit është ℎ(𝑛) = 𝑎𝑛 𝑢(𝑛) (|𝑎| < 1).
Përgjigja frekuencore është:
𝑛 −𝑗𝜔𝑛
−𝑗𝜔
𝐻(𝑒 𝐽𝜔 ) = ∑∞
= ∑∞
)
𝑛=0 𝑎 𝑒
𝑛=0(𝑎𝑒

𝑛

(2.23)

Pasi që |𝑎| < 1 seria (2.23) është konvergjente, ndërsa shuma e tyre është:
1

𝐻(𝑒 𝐽𝜔 ) = 1−𝑎𝑒 −𝑗𝜔

(2.24)

Në figurën 2.3. janë paraqitur ℎ(𝑛) dhe karakteristikat fazore amplitudinale të funksioneve
𝐻(𝑒 𝑗𝜔 ) në interval 0 ≤ 𝜔 ≤ 2𝜋.

18

Përgjigja frekuencore ka disa veti të rëndësishme, është funksion periodik 𝜔 me periodë 2𝜋,
këto perioda janë të lidhura me karakterin e forcave diskrete pasi që seria hyrëse e frekuencave
(𝜔 + 2𝑘𝜋)(𝑘 = ±1, ±2, … ), nuk dallon nga seria hyrëse e frekuencave serike 𝜔, që do të thotë:
𝑥̂(𝑛) = 𝑒 𝑗(𝜔+2𝑘𝜋)𝑛 = 𝑒 𝑗𝜔𝑛 = 𝑥(𝑛)

(2.25)

Për 𝐻(𝑒 𝑗𝜔 ) funksioni periodik, i cilës ka gjatësi të intervalit 2𝜋, është i mjaftueshëm për
përshkrimin e këtij funksioni. Në rastin e përgjithshëm shfrytëzohet intervali 0 ≤ 𝜔 ≤ 2𝜋.
Karakteristikë tjetër e përgjigjes frekuencore është se për ℎ(𝑛) kemi funksionet
amplitudinale reale 𝐻(𝑒 𝑗𝜔 ) simetrike, ndërsa faza antisimetrike në interval 0 ≤ 𝜔 ≤ 2𝜋 (pika
simetrike 𝜔 = 𝜋, figura 2.3.b dhe c). Gjithashtu, pjesa reale është 𝐻(𝑒 𝑗𝜔 ) simetrike dhe asimetrike
imagjinare në të njëjtin interval.
Pra në rast të përgjigjes impulsive reale, për përshkrimin e karakteristikave 𝐻(𝑒 𝑗𝜔 ), atëherë
i mjaftueshëm është intervali frekuencor 0 ≤ 𝜔 ≤ 2𝜋. [5], [7]

Figura 2.3. Karakteristikat e sistemit të rendit të parë në domenin kohor dhe frekuencor.
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2.1.6. Transformimet Furie të funksioneve diskrete
Më parë erdhëm në përfundim se përgjigja frekuencore lineare invariante në kohë është
funksion periodik 𝜔. Nëse marrim këtë parasysh mund të themi se funksioni 𝐻(𝑒 𝑗𝜔 ) i barazimit
(2.22) i paraqitur në formë të rendit Furie, ku koeficienti Furie është i njëjtë me koeficientin e
përgjigjes impulsive ℎ(𝑛).
1

𝜋

ℎ(𝑛) = 2𝜋 ∫−𝜋 𝐻(𝑒 𝑗𝜔 )𝑒 𝑗𝜔𝑛 𝑑𝜔

(2.26)

Barazimi (2.26), i cili quhet edhe transformimi inverz Furie, tregon se ℎ(𝑛), mund të
konsiderohet si shumë sinusoidale 𝑒 𝑗𝜔𝑛 me amplitudë 𝐻(𝑒 𝑗𝜔 ). Barazimet (2.22) dhe (2.25)
shpeshherë quhen edhe çifti i transformimit Furie për serinë ℎ(𝑛). Këto relacione vlejnë për çdo
seri, për të cilën është definuar shuma nga (2.22). Kështu që për serinë 𝑥(𝑛) të cilën e sjellim në
hyrje të sistemit, relacioni Furie do të jetë:
1

𝜋

𝑥(𝑛) = 2𝜋 ∫−𝜋 𝑋(𝑒 𝑗𝜔 )𝑒 𝑗𝜔𝑛 𝑑𝜔

(2.27)

−𝑗𝜔𝑛
𝑥(𝑒 𝑗𝜔 ) = ∑∞
𝑛=−∞ 𝑥(𝑛) 𝑒

(2.28)

Nga kjo:

Përgjigja e sistemit 𝑦(𝑛) në bazë të (2.20), (2.21) dhe (2.27) do të paraqitet në këtë formë:
1

𝜋

𝑦(𝑛) = 2𝜋 ∫−𝜋 𝑋(𝑒 𝑗𝜔 )𝐻(𝑒 𝑗𝜔 )𝑒 𝑗𝜔𝑛 𝑑𝜔

(2.29)

Nëse marrim edhe shenjën:
𝑌(𝑒 𝑗𝜔 ) = 𝑋(𝑒 𝑗𝜔 )𝐻(𝑒 𝑗𝜔 )

(2.30)

Do të vërejmë se barazimi (2.29) paraqet një relacion nga çifti i transformimit Furie, për
serinë 𝑦(𝑛). Nga kjo rrjedh se te sistemet lineare diskrete invariante në kohë, konvolucioni i dy
serive në aspektin kohor mbetet si prodhim i përgjigjes frekuencore. Funksioni 𝐻(𝑒 𝑗𝜔 ) e quajmë
përgjigje frekuencore të sistemit që karakterizon sistemin linear invariant në kohë, edhe pse
paraqet përgjigje në serinë hyrëse të caktuar 𝑒 𝑗𝜔𝑛 , 0 ≤ 𝜔 ≤ 2𝜋. Kjo vjen për shkak që seria
arbitrare 𝑥(𝑛), mund të paraqitet me shumën e serive kontinuale 𝑒 𝑗𝜔𝑛 , siç është paraqitur në
formulën (2.27). [5]
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2.1.7. Lidhja ndërmjet sistemeve kontinuale dhe diskrete
Sinjali diskret 𝑥(𝑛𝑇) shpesh fitohet nga matja e sinjaleve kontinuale 𝑥(𝑡), për çdo T
sekonda. Perioda e matjes T, patjetër duhet të jetë e përcaktuar ashtu që seria 𝑥(𝑛𝑇) të përmbajë
informacionin e plotë të sinjalit kontinual 𝑥(𝑡). Intervali matës domosdo duhet të plotësoj
jobarazimin:
1

𝜋

𝑇 ≤ 2𝑓 = 𝛺
𝑔

(2.31)

𝑔

Ndërsa, frekuenca është:
𝑓𝐴 =

1
𝑇

≥ 2𝑓𝑔

(2.32)

Teorema mbi mostrimin vlenë vetëm për ato sinjale kontinuale, spektri frekuencor i të cilave
është i kufizuar. Vërtetimi i teoremës mund të paraqitet në bazë të relacionit Furie, për sinjale
kontinuale dhe diskrete. Relacionet e transformimeve Furie të sinjalit kontinual 𝑥(𝑡) janë:
∞

𝑋𝐴 (𝑗𝛺) = ∫−∞ 𝑥(𝑡)𝑒 −𝑗𝛺𝑡 𝑑𝑡

(2.33)

∞

1

𝑥(𝑡) = 2𝜋 ∫−∞ 𝑋𝐴 (𝑗𝛺) 𝑒 𝑗𝛺𝑡 𝑑𝛺

(2.34)

Për sinjalin diskret, relacionet gjegjëse janë:
−𝑗𝜔𝑛𝑇
𝑋(𝑒 𝑗𝜔𝑇 ) = ∑∞
𝑛=−∞ 𝑥(𝑛𝑇)𝑒
𝑇

(2.35)

𝜋
𝑇
−𝜋
𝑇

𝑥(𝑛𝑇) = 2𝜋 ∫ 𝑋(𝑒 𝑗𝜔𝑇 )𝑒 𝑗𝜔𝑛𝑇 𝑑𝜔

(2.36)

Duke marrë parasysh se x(nT)=x(t)|t=nT mund të krijohet një marrëdhënie ndërmjet 𝑋𝐴 (𝑗𝛺)
dhe 𝑥(𝑒 𝑗𝜔𝑇 ), përmes llogaritjes së formulës (2.34) për 𝑡 = 𝑛𝑇 dhe paraqitjes së integralit të
pafund, në formë të shumës së integralit të kufizuar, nga të cilët secili me gjerësi 2𝜋/𝑇 gjegjësisht:
𝑥(𝑛𝑇) =

1

(2𝑘+1)𝜋

∑∞
∫ 𝑇
2𝜋 𝑘=−∞ (2𝑘−1)𝜋

𝑋𝐴 (𝑗𝛺)𝑒 𝑗𝛺𝑛𝑇 𝑑𝛺

(2.37)

𝑇

Nëse në ekuacionin (2.37) bëjmë zëvendësimin e ndryshores 𝛺 = 𝜔 +

2𝜋
𝑇

𝑘 dhe ndryshojmë

kufijtë e integrimit fitohet ky rezultat:
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𝑇

𝜋

1

𝑇
𝑥(𝑛𝑇) = 2𝜋 ∫−𝜋
[ 𝑇 ∑∞
𝑘=−∞ 𝑋𝐴 (𝜔 +

2𝜋

𝑇

𝑇

𝑘)] 𝑒 𝑗𝜔𝑛𝑇 𝑑𝜔

(2.38)

Me barazimin e anëtarit në kllapa të ekuacionit, me anëtarët përkatës të ekuacionit, fitohet
lidhja e dëshiruar e cila lidh spektret frekuencore kontinuale dhe sinjalet diskrete:
1

𝑋(𝑒 𝑗𝜔𝑇 ) = 𝑇 ∑∞
𝑘=−∞ 𝑋𝐴 (𝜔 +

2𝜋
𝑇

𝑘)

(2.39)

Në bazë të ekuacionit (2.39) shihet se spektri frekuencor periodik i serisë përbëhet nga
mbledhja e numrit të pafundëm të komponentëve të spektrit frekuencor te sinjali analog. Në rast
kur spektri frekuencor i sinjalit analog është i kufizuar me intervalin |𝛺| ≤ 𝜋/𝑇 d.m.th. 𝑋𝐴 (𝑗𝛺) =
0 për |𝛺| ≥ 𝜋/𝑇, atëherë ekuacioni (2.39) tregon se është në shtrirje frekuencore |𝜔| ≤ 𝜋/𝑇:
1

𝑋(𝑒 𝑗𝜔𝑇 ) = 𝑇 𝑋𝐴 (𝜔)

(2.40)

e që paraqet arsyen e vendosjes së teoremës. Figurat 2.4 (a) dhe (b) e ilustrojnë këtë rast.

Figura 2.4. Spektret e sistemit analog dhe digjital përmes impulseve të zgjedhura.
Në figurat 2.5 a, b, c, është paraqitur rasti kur frekuenca e modulimit nuk plotëson teoremën
e modulimit (𝑓𝐴 < 2𝑓𝑔 ), gjegjësisht kur ekuacioni (2.40) nuk është i kënaqur.
Problemi këtu është fakti se frekuenca e matjes 1/T, nuk është mjaft e lartë, ashtu që ta
pengoj zhvendosjen e një pjese të spektrit nga fusha frekuencore e lartë 𝑋𝐴 (𝑗𝛺), në fushën
frekuencore të ulët 𝑥(𝑒 𝑗𝜔𝑇 ). [5]
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Figura 2.5. Spektri i sistemit analog dhe digjital në rastin kur nuk e plotëson teoremën
e mostrimit.

2.1.8. Z-transformimet
Z-transfromimet në analizën e sistemeve diskrete, kanë po aq rëndësi, sikur transformimet
e Laplasit në analizën e sistemeve analoge. Nëse është dhënë seria 𝑥(𝑛), e definuar për çdo n, Z
transformimet e tij, që janë të shënuara me 𝑋(𝑧) apo L [𝑥(𝑛)] është dhënë me barazimin:

−𝑛
L [𝑥(𝑛)] = 𝑋(𝑧) = ∑∞
𝑛=−∞ 𝑥(𝑛) 𝑧

(2.41)

Ku z është ndryshore komplekse. Funksioni kompleks (2.41) është definuar vetëm për ato
vlera të ndryshueshme z për të cilat seria 𝑥(𝑛)𝑧 −𝑛 konvergjon. Për 𝑧 = 𝑒 𝑗𝜔 , në bazë të barazimit
(2.41) do të kemi:
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−𝑗𝜔𝑛
𝑋(𝑧)|𝑧=𝑒 𝑗𝜔 = 𝑋(𝑒 𝑗𝜔 ) = ∑∞
𝑛=−∞ 𝑥(𝑛)𝑒

(2.42)

Që paraqet transformimin Furie të serisë 𝑥(𝑛). Pra |𝑧| = 1 paraqet spektrin frekuencor të
serisë. Në rast kur 𝑥(𝑛) është seri kauzale dhe e ndryshueshme nga zero në interval 0 ≤ 𝑛 < ∞,
atëherë 𝑋(𝑧) konvergjon gjithkund jashtë rrethit me rreze 𝑅1 . Vlera e R1 varet nga pozita singulare
e funksionit 𝑋(𝑧) të cilat quhen polet e sistemit.
Nëse është 𝑅1 < 1 themi se sistemi është stabil. Seritë kauzale janë shumë të rëndësishme
sepse formojnë bazën e sistemit. Nëse seria është jokauzale ( 𝑥(𝑛) e ndryshme prej zeros me
shtrirje −∞ < 𝑛 < 0) atëherë 𝑋(𝑧) konvergjon gjithkund në brendinë e rrethit me rreze 𝑅1 . Ku
𝑅1 është i caktuar në pozitën e funksionit të singularitetit 𝑋(𝑧). Seritë jokauzale nuk kanë vlerë
praktike por përdoren vetëm për shqyrtime teorike. Në tabelën 2.1 janë dhënë z transformimet e
disa serive të rëndësishme.
Tabela 2.1: Z – transformimet e disa serive të rëndësishme.

𝑥(𝑛)

𝑋(𝑧)

1
𝛿(𝑛) = {
0

𝑛=0
𝑛≠0

1
0

𝑛≥0
𝑛<0

𝑢(𝑛) = {

𝑥(𝑛) = { 𝑒
0

𝑗𝜔𝑛

𝑎𝑛
𝑥(𝑛) = {
0

𝑛≥0
𝑛<0
𝑛≥0
𝑛<0

zona e konvergjencës

1

tërë fusha z

1

|𝑧| > 1

1−𝑧 −1
1
1−𝑧 −2 𝑒 𝑗𝜔
1
1−𝑎𝑧 −1

|𝑧| > 1
|𝑧| > 𝑎

2.1.8.1. Vetitë e Z – transformimeve
Z transformimet kanë përdorim të madh në analizën e sistemeve lineare invarante në kohë.
Për këtë arsye është me rëndësi të njihemi me vetitë e tyre. Vetitë e Z-transformimeve që do të
shfrytëzohen janë:
a) Lineariteti
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b) Vonesa
c) Konvolucioni i serive

a) Lineariteti
Nëse është 𝑎𝑋1 (𝑧) z- transformimi i serisë 𝑥1 (𝑛) dhe 𝑏𝑋2 (𝑧) z-transformimi i serisë 𝑥2 (𝑛)
atëherë z-transformimi nga 𝑎𝑥1 (𝑛) + 𝑏𝑥2 (𝑛) do të jetë 𝑎𝑋1 (𝑧) + 𝑏𝑋2 (𝑧) për të gjitha vlerat reale
𝑎 dhe 𝑏. Lineariteti mund të paraqitet me anë të barazimit:
L [𝑎𝑥1 (𝑛) + 𝑏𝑥2 (𝑛)] = 𝑎𝑋1 (𝑧) + 𝑏𝑋2 (𝑧)

(2.43)

Barazimi (2.43) direkt përcillet nga definicioni i z-transformimeve (2.41).
b) Vonesa
Nëse seria 𝑥(𝑛) ka z-transformimin 𝑋(𝑧), atëherë seria 𝑥(𝑛 − 𝑛0 ) ka z-transformimin
𝑧 −𝑛0 𝑋(𝑧) për të gjitha 𝑛0 , gjegjësisht:
L [𝑥(𝑛 − 𝑛0 )] = 𝑧 −𝑛0 𝑋(𝑧)

(2.44)

Vërtetim:
−𝑛
L [𝑥(𝑛 − 𝑛0 )] = ∑∞
=
𝑛=−∞ 𝑥(𝑛 − 𝑛0 ) 𝑧
∞

= 𝑧 −𝑛0 ∑ 𝑥(𝑛 − 𝑛0 ) 𝑧 −(𝑛−𝑛0 ) =
𝑛=−∞
∞

=𝑧

−𝑛0

∑ 𝑥(𝑛) 𝑧 −𝑛 = 𝑧 −𝑛0 𝑋(𝑧)
𝑛=−∞

Kjo veti e z-transformimeve është e dobishme veçanërisht për shndërrimin e ekuacioneve
diferenciale në z-transformime.
c) Konvolucioni
Nëse është 𝑦(𝑛) konvolucion i dy serive 𝑥(𝑛) dhe ℎ(𝑛), atëherë z-transformimi është
prodhimi i z-transformimeve të tyre, pra:
𝑦(𝑛) = ℎ(𝑛) ∗ 𝑥(𝑛) = ∑∞
𝑘=−∞ 𝑥(𝑘)ℎ(𝑛 − 𝑘)

(2.45)
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Atëherë është
𝑌(𝑧) = 𝑋(𝑧)𝐻(𝑧)

(2.46)

Vërtetim:
Siç përcaktohet përmes z transformimeve, 𝑌(𝑧) është:
∞

∞

𝑌(𝑧) = ∑ [ ∑ 𝑥(𝑘) ℎ(𝑛 − 𝑘)𝑧 −𝑛 ]
𝑛=−∞ 𝑘=−∞

Pas një zëvendësimi të thjeshtë kemi:
∞

∞

𝑌(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑘) ∑ ℎ(𝑛 − 𝑘)𝑧 −𝑛
𝑘=−∞

𝑛=−∞

Nëse në shumën tjetër ndërrohet indeksi 𝑛 nga 𝑚 = 𝑛 − 𝑘, do të jetë:
∞

∞

𝑌(𝑧) = ∑ 𝑥(𝑘) [ ∑ ℎ(𝑚)𝑧 −𝑚 ] 𝑧 −𝑘
𝑘=−∞

𝑚=−∞

E që sipas definicionit të z-transformimeve jepet me formulën (2.46). [5]
2.1.9. Funksioni transmetues i sistemit
Me përdorimin e z-transformimeve, filtri digjital mund të karakterizohet me ndihmën e
funksionit transmetues të sistemit, e cila në analizën dhe projektimin e filtrave digjital, ka
rëndësinë e njëjtë sikur që ka funksioni bartës i filtrave analog. Më herët kemi parë që sistemit
diskret invariant në kohë me ndihmën e transformimeve Furie i përgjigjet sistemi frekuencor dhe
nga barazimi (2.30) është vërtetuar se seria dalëse e transformimeve Furie është e barabartë me
prodhimin e serisë hyrëse të transformimeve Furie. Relacionet në mes hyrjes dhe daljes së sistemit
linear invariant dhe diskret mund ta paraqesim përmes z-transformimeve.
Në mes të serisë hyrëse 𝑥(𝑛), pjesëmarrjes së mostrës ℎ(𝑛) dhe serisë dalëse 𝑦(𝑛) ekziston
një konvolucion. Me përdorimin e z-transformimeve të konvolucionit të dy serive fitohet prodhimi
i z-transformimeve (2.45) dhe (2.46). Nëse janë 𝑋(𝑧), 𝑌(𝑧) dhe 𝐻(𝑧), z-transformimet e 𝑥(𝑛),
𝑦(𝑛) dhe ℎ(𝑛) atëherë në bazë të (2.14) dhe (2.46) relacioni hyrje-dalje është:
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𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛)
Në rrafshin z:
𝑌(𝑧) = 𝑋(𝑧)𝐻(𝑧)

(2.47)

Si në rastin e transformimeve Furie, relacionet hyrëse dhe dalëse për sistemet lineare
invariante në kohë i përgjigjen prodhimit të z-transformimeve hyrëse dhe përgjigjes së sistemit të
njësisë.
Sistemi është stabil nëse zona e konvolucionit të sistemit e aktivizon rrethin e njësisë dhe të
gjithë zonën z jashtë rrethit të njësisë duke përfshirë edhe 𝑧 = ∞. Këtë e dëshmon barazimi (2.15),
e cila paraqet kushtin e nevojshëm dhe të mjaftueshëm të stabilitetit të sistemit linear invariant në
kohë. Prandaj zona konvergjente e z-transformimeve është e definuar për këto vlera z për të cilat
është:
−𝑛 |
∑∞
<∞
𝑛=0|ℎ(𝑛)𝑧

(2.48)

Në njësinë rrethore, 𝑧 = 𝑒 𝑗𝜔 , (2.48) krijohet (2.15), gjegjësisht kushti i stabilitetit të sistemit.
Kur sistemi është i paraqitur me barazime lineare të ekuacionit diferencial me koeficienta
konstant, funksioni i sistemit është herësi i dy polinomeve. Për të treguar këtë shikojmë sistemin
për të cilin hyrja dhe dalja plotësojnë barazimin e përgjithshëm të ekuacionit diferencial të rendit
N-të të dhënë me (2.16):
𝑁

𝑁

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑎𝑘 𝑥(𝑛 − 𝑘) − ∑ 𝑏𝑘 𝑦(𝑛 − 𝑘)
𝑘=0

𝑘=1

Përmes z-transformimit fitojmë:
𝑁

𝑁

𝑌(𝑧) = L [∑ 𝑎𝑘 𝑥(𝑛 − 𝑘)] − L [∑ 𝑏𝑘 𝑦(𝑛 − 𝑘)]
𝑘=0

𝑘=1

−𝑘
−𝑘
𝑌(𝑧) = ∑𝑁
𝑋(𝑧) − ∑𝑁
𝑘=0 𝑎𝑘 𝑧
𝑘=1 𝑏𝑘 𝑧 𝑌(𝑧)

(2.49)

Nga barazimi (2.49) direkt rrjedh funksioni transmetues i sistemit H(z):
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𝑌(𝑧)

∑𝑁

𝐻(𝑧) = 𝑋(𝑧) = 1+∑𝑘=0
𝑁

𝑎𝑘 𝑧 −𝑘

𝑘=1 𝑏𝑘 𝑧

−𝑘

(2.50)

Barazimi (2.50) funksion racional pa marr parasysh ndërrimin e z dhe paraqet funksionin e
sistemit rekruziv të filtrit digjital. [9]
Funksionin jo rekurziv të filtrit digjital e fitojmë duke përdorur z-transformimet të njësive
të ekuacionit diferencial (2.17). Pra për filtrat jo rekurziv digjital të sistemit përdorim:
−𝑘
𝐻(𝑧) = ∑𝑁
𝑘=0 𝑎𝑘 𝑧

(2.51)

2.2. Filtrat digjital
Në fillim, për shkak të memories dhe shpejtësisë së sistemit, ishin të kufizuara zbatimet e
algoritmeve të ndryshme të filtrave digjital. Për fat të keq, sot shumica e mjeteve për filtrim digjital,
janë drejtuar drejt inxhinierëve se sa dizajnerëve, për arsye se ata kanë krijuar aplikime
inxhinierike.
Filtri digjital është një pjesë integrale e përpunimit të sinjalit digjital, përdoret për
përpunimin e të folurit, komunikimin digjital, analizën e spektrit, automatikë dhe fusha të tjera.
Dizajnimi i filtrave digjital bëhet duke përdorur simulime softwerike përmes paketave të ndryshme
softuerike siç janë psh. paketa programuese MATLAB, me anë të transformimeve bilineare dhe
duke llogaritur funksionin transmetues për sistemin përkatës, pastaj përmes programeve dhe
pajisjeve të ndryshme zgjedhim strukturën dhe karakteristikat e filtrit digjital. Filtrat digjital janë
thelbësor në përpunimin e një sinjali digjital përmes mostrave të përpunimit matematikor të sinjalit
me qëllim të filtrimit të frekuencave për përpunimin e të folurit, imazheve, etj. Përparësi e filtrave
digjital është se mund të arrihet lehtë amplitudë me frekuenca të ndryshme duke eliminuar
zhurmën.
Filtrat digjital shpesh përdoren për të zhvendosur disa frekuenca nga një sinjal X (Ω) dhe
për të lejuar që frekuencat e tjera të kalojnë përmes daljes Y (Ω).
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Figura 2.6. Filtri digjital.
2.2.1. Karakteristikat frekuencore të filtrave digjital
Funksioni i sistemit të filtrave digjital brenda njësisë është një funksion kompleks nga 𝜔,
dhe ka një karakteristikë amplitudinale dhe fazore. Paraqitja e filtrit në domenin frekuencor
përcaktohet nga sjellja amplitudinale, fazore ose një grupi të karakteristikave kohore. Forma
analitike e këtyre karakteristikave është marr nga funksionet e sistemit për 𝑧 = 𝑒 𝑗𝜔
Amplituda e karakteristikës katrore është:
2

|𝐻(𝑒 𝑗𝜔 )| = [𝐻(𝑧)𝐻(𝑧 −1 )] 𝑝ë𝑟 𝑧 = 𝑒 𝑗𝜔 .

(2.52)

Zerot dhe polet e funksionit katror amplitudinal janë rregulluar simetrikisht.
Karakteristikat fazore përcaktohen sipas ekuacionit:
𝐼𝑚(𝐻(𝑧))

𝜃(𝑒 𝑗𝜔 ) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 [ 𝑅𝑒(𝐻(𝑧)) ] për z = 𝑒 𝑗𝜔

(2.53)
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Vonesa grupore 𝜏(𝑒 𝑗𝜔 ) është derivat i fazës sipas frekuencës, prej nga sipas definicionit, kemi:

𝜏(𝑒 𝑗𝜔 ) = −

𝑑𝜃(𝑒 𝑗𝜔 )
𝑑𝜔

𝑑𝜃

= −𝑗𝑧 𝑑𝑧

për

z = 𝑒 𝑗𝜔

(2.54)

Vonesa grupore mund të shprehet në formën:

𝜏(𝑒 𝑗𝜔 ) = −𝑅𝑒 [𝑧

𝑑𝐻(𝑧)/𝑑𝑧
𝐻(𝑧)

]

për z = 𝑒 𝑗𝜔

(2.55)

2.2.2. Transformimi i filtrave digjital
Projektimi i një filtri të frekuencave të larta, frekuencave mesatare ose të ulëta bëhet duke
aplikuar një filtër të duhur bilinear analog. Pas zgjedhjes së transfer funksionit të filtrit analog,
aplikohen transformimet bilineare të marrë nga funksioni i sistemit të kërkuar të një filtri digjital.
Kjo qasje është e përshtatshme për dizajnimin e filtrave digjital në bazë të transformimeve
bilineare. Transformimi bilinear paraqet një mënyrë te e cila funksioni transmetues i filtrit 𝐻(𝑠) i
projektuar në domenin s të kohës kontinuale transformohet (pasqyrohet) në domenin e variablës z
ashtu që në këtë mënyrë të realizohet filtri digjital. Ky transformim është dhënë me anë të
shprehjes:
2 1 − 𝑧 −1
𝑠= (
)
𝑇 1 + 𝑧 −1
Megjithatë, shpesh ndodh që nëpër filtrin digjital të kalojnë frekuenca të ulëta aq sa janë të
nevojshme për karakteristikat e tij, për të formuar një tjetër filtër digjital të llojeve: të frekuencave
të ulëta, të frekuencave të larta, të frekuencave të mesme. Në këto raste, zbatohen transformimet
përkatëse të filtrave digjital në domenin frekuencor.
2.2.2.1. Karakteristikat themelore të transformimeve
Për të kuptuar më mirë sjelljen e karakteristikave frekuencore të filtrit digjital, marrim
prasysh karakteristikën amplitudinale të sipërfaqeve cilindrike. Figura 2.7. është e përfaqësuar nga
një cilindër ngritur pingul në koordinatat z. Baza e cilindrit është rrethi njësi |𝑧| = 1 dhe lartësia e
saj është e barabartë me një. Ҫdo pikë 𝜔𝑇 nga rrethi njësi korrespondon me lartësinë e modulit të
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funksionit të sistemit të filtrit digjital për frekuencë 𝜔. Duke anashkaluar rrethin njësi do të marrim
karakteristikën amplitudinale në sipërfaqen e cilindrit.
Supozojmë se kemi të dhënë një funksion 𝐻(𝑧) të filtrit digjital, dhe kërkojmë transformimin
𝑧 −1 → 𝑔(𝑧 −1 ) për llojet e mëposhtme të filtrave:
a) Filtrat lëshues të frekuencave të ulëta – në filtra lëshues të frekuencave të ulëta (FLFUFLFU)
b) Filtrat lëshues të frekuencave të ulëta – në filtra lëshues të frekuencave të larta (FLFUFLFL)
c) Filtrat lëshues të frekuencave të ulëta – në filtra lëshues të brezit të frekuencave (FLFUFLBF)
d) Filtrat lëshues të frekuencave të ulëta – në filtra jolëshues të brezit të frekuencave (FLFUFJBF)

Figura 2.7. Karakteristikat amplitudinale të filtrit të Çebishevit, të rendit të dytë në rrethin njësi.

Për

|𝑧 −1 | ≶ 1

|𝑔(𝑧 −1 )| ≶ 1

që do të thotë se rrethi njësi është i plotësuar.
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Bazuar në këto karakteristika 𝑔(𝑧 −1 ) ka formën e mëposhtme:
𝑧 −1 −𝛼

𝑖
𝑔(𝑧 −1 ) = 𝑒 𝑗𝜃 ∏𝑚
𝑖=1 1−𝛼∗ 𝑧 −1

(2.56)

𝑖

Ku |𝛼𝑖 | < 1 dhe 𝛼𝑖∗ vlera e konjuguar komplekse 𝛼𝑖 .
Pasi që 𝑔(𝑧 −1 ) të jetë reale, si vijon një zero duhet të jetë në çifte komplekse të konjuguara
𝜃 dhe shumëfishi i π, d.m.th:
𝑒 𝑗𝜃 = ±1
Parametër tjetër për t'u konsideruar është 𝑔(𝑧 −1 ) ku 𝑒 𝑗𝜃 = ±1. Duke pasur parasysh se
madhësia 𝑔 (𝑧 −1 ) është e barabartë me një në qoftë se 𝑧 −1 është në rrethin njësi.
•

𝑚 = 1 për transformimet e filtrit lëshues të frekuencave të ulëta – në filtër lëshues të
frekuencave të ulëta (FLFU-FLFU) dhe filtrit lëshues të frekuencave të ulëta – në filtër
lëshues të frekuencave të larta (FLFU-FLFL)

•

𝑚 = 2 për transformimet e filtrit lëshues të frekuencave të ulëta – në filtër lëshues të brezit
të frekuencave (FLFU-FLBF) dhe filtrit lëshues të frekuencave të ulëta – në filtër jolëshues
të brezit të frekuencave (FLFU-FJBF)

a) Transformimi i filtrave lëshues të frekuencave të ulëta në filtra lëshues të frekuencave të ulëta
(FLFU-FLFU)
Transformimi i llojit të filtrave lëshues të frekuencave të ulëta – në filtra lëshues të
frekuencave të ulëta, është i nevojshëm për të ruajtur karakteristikat e pandryshueshme të
amplitudës së caktuar.
Për rastin tonë ne konkludojmë se për një rrotullim të plotë 𝑧 −1 duhet të jetë gjithashtu një
rotacion 𝑔(𝑧 −1 ), ka kuptim:
𝑔(1) = 1
𝑔(−1) = 1

(2.57)

Duke pasur këtë parasysh dhe m = 1 në fig.2.6., do marrë formën 𝑔(𝑧 −1 )
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𝑧 −1 −𝛼

𝑔(𝑧 −1 ) = 1−𝛼𝑧 −1

(2.58)

ku |𝛼| < 1 numër real.
Funksionin e sistemit të transformuar të filtrit lëshues të frekuencave të ulëta, do ta fitojmë
me zëvendësimin 𝑧 −1 në funksion të sistemit të fillimit të filtrit me shprehjen (2.58).
Konstanta 𝛼 do të përcaktohet në funksion të frekuencës kufitare të filtrit të ri (𝜔𝑐 ) dhe filtrit
tjetër 𝐵𝑐 . Zëvendësimi 𝑔(𝑧 −1 ) = 𝑒 −𝑗𝐵𝑐𝑇 dhe 𝑧 −1 = 𝑒 −𝑗𝜔𝑐𝑇 në ekuacionin (2.58) marrim:
𝑒 −𝑗𝛽𝑐𝑇 =

𝑒 −𝑗𝜔𝑐 𝑇 −𝛼

(2.59)

1−𝛼𝑒 −𝑗𝜔𝑐 𝑇

Nga ekuacioni (2.59), drejtpërdrejt merr formën e shkurtër për 𝛼:
𝛼=

𝛽 −𝜔
𝑠𝑖𝑛( 𝑐 𝑐 𝑇)
2

(2.60)

𝛽 +𝜔
𝑠𝑖𝑛( 𝑐 𝑐 𝑇)
2

Karakteristikat amplitudinale të filtrave të frekuencave të larta dhe të ulëta mbeten të
pandryshuar pas këtij transformimi, por është e nevojshme për të identifikuar çdo frekuencë 𝛽.
Nga ekuacioni (2.58) merret lehtë forma inverze pas zëvendësimit të duhur 𝑧 −1 jep:
𝑒 −𝑗𝛽𝑇 +𝛼

𝑒 −𝑗𝜔𝑇 = 1+𝛼𝑒 −𝑗𝛽𝑇

(2.61)

Frekuenca e transformimit:
𝑓

𝑠𝑖𝑛𝛽𝑇

𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑇

𝑓 = 2𝜋𝐴 [𝑡𝑔 𝑐𝑜𝑠𝛽𝑇+𝛼 − 𝑡𝑔 1+𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑇]

(2.62)

Ose në formën:
𝑓

(1−𝛼2 )𝑠𝑖𝑛𝛽𝑇

𝑓 = 2𝜋𝐴 𝑡𝑔 (1+𝛼2 )𝑐𝑜𝑠𝛽𝑇+2𝛼
Në rastin e veçantë 𝛽𝑇 =

𝜋
2

(2.63)

formulat (2.62) dhe (2.63) bëhen:
𝑓=

𝑓𝐴
1
[𝑡𝑔 − 𝑡𝑔𝛼]
2𝜋
𝛼

ose
𝑓

𝑓 = 2𝜋𝐴 𝑡𝑔

1−𝛼2
2𝛼

(2.64)
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Në figurën 2.8.a është paraqitur karakteristika amplitudore e filtrit digjital të frekuencave të
ulëta frekuenca ndërprerëse e të cilit është 2.5 kHz, frekuencën e mostrimit 𝑓𝐴 = 10𝑘𝐻𝑧. Figura
2.8.b. tregon filtrin e frekuencave të ulëta me frekuencë kufitare 1kHz i marrë nga transformimi i
filtrave të mëparshëm. Figura 2.8.a. paraqet filtrin referent digjital. Frekuenca kufitare e tij është
𝜋

𝑓𝐴 /4, e cila korrespondon me një frekuencë këndore 𝜔𝑐 = 2𝑇 të filtrit digjital në formulën (2.18).
b) Transformimi i filtrave lëshues të frekuencave të ulëta në filtra lëshues të frekuencave të larta
(FLFU-FLFL)
Nëse cilindri rrotullohet për 1800 marrin funksionin e filtrit të frekuencave të larta. Nëse
frekuenca kufitare e filtrit lëshues të frekuencave të ulëta është 𝛽𝑐 , do të kemi frekuencën kufitare
të filtrit të frekuencave të larta 𝜔𝑐 nga relacioni:
𝜔𝑐 𝑇 + 𝛽𝑐 𝑇 = 𝜋
ose
𝜔𝑐 = 𝜋𝑓𝐴 − 𝛽𝐶

(2.65)

Që të formojmë një tipar të filtrit të frekuencave të larta, në frekuencën ndërprerëse të
përcaktuar nga (2.65) bëhet një zëvendësimi tjetër:
𝑧 −1 → −𝑧 −1

(2.66)

Aplikimi i kësaj metode është e kufizuar për shkak që frekuenca ndërprerëse përcaktohet
nga formula (2.65) dhe nuk mund të zgjidhet në mënyrë arbitrare. Ky problem është zgjidhur nga
një transformim i filtrit të frekuencave të ulëta në filtër të frekuencave të ulëta (2.58) shkruajmë
zëvendësimin (2.66) dhe kështu merr formën e kërkuar të transformimit të përgjithshëm të filtrit
të frekuencave të ulëta në filtër të frekuencave të larta:
𝑧 −1 +𝛼

𝑔(𝑧 −1 ) = − (1+𝛼𝑧 −1 )

(2.67)

Limit i frekuencave 𝜔𝑐 dhe 𝛽𝑐 , në mënyrë të ngjashme si në rastin e transformimit të filtrit
të frekuencave të ulëta në filtër të frekuencave të ulëta është vendosur konstanta 𝛼
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𝛽 +𝜔
𝑐𝑜𝑠( 𝑐 𝑐 𝑇)
2

𝛼=−

(2.68)

𝛽 −𝜔
𝑐𝑜𝑠( 𝑐 𝑐 𝑇)
2

Konstanta 𝛼 për filtrat e frekuencave të ulëta dhe të larta ka të njëjtën vlerë nëse frekuenca
ndërprerëse (cut off) e tyre është e lidhur me relacionin:
𝜔𝑐𝐹𝑈 𝑇 + 𝜔𝑐𝐹𝐿 𝑇 = 𝜋
Lidhja ndërmjet frekuencës fillestare te filtrit të frekuencave të ulëta 𝛽 dhe frekuencës së
transformimit të filtrit të frekuencave të larta 𝜔 është përcaktuar në mënyrë të ngjashme edhe për
pjesën e mëparshme. Duke filluar nga relacioni:
𝛼+𝑒 −𝑗𝛽𝑇

𝑒 𝑗𝜔𝑇 = − 𝛼𝑒 −𝑗𝛽𝑇 +1

(2.69)

Marrim të njëjtat kushte si në (2.62) dhe (2.63) vetëm shenja ndryshon. Ku – 𝑡𝑔 𝑥
korrespondon me zgjidhjen 𝜋 − 𝑡𝑔 𝑥, formula për frekuencën e transformuar të filtrit të
frekuencave të larta do të jetë:
𝑓=

𝑓𝐴
2

𝑓

(1−𝛼2 )𝑠𝑖𝑛𝛽𝑇

− 2𝜋𝐴 𝑡𝑔 (1+𝛼2 )𝑐𝑜𝑠𝛽𝑇+2𝛼

(2.70)

Në figurën 2.8.c. tregon karakteristikat amplitudinale të frekuencës kufitare të filtrit të
frekuencave të larta 1kHz që përfitohet nga filtri në figurën 2.8.a.
c) Transformimi i filtrit lëshues të frekuencave të ulëta – në Filtra lëshues të brezit të
frekuencave (FLFU-FLBF)
Tabela 2.2. Transformimet e filtrave lëshues të frekuencave të ulëta në filtra lëshues të brezit të
frekuencave.
Frekuenca e filtrit

Variabla e filtrit

Frekuenca e filtrit

Variabla e filtrit

lëshues të

lëshues të

lëshues të frekuencave

lëshues të frekuencave

frekuencave të ulëta

frekuencave të ulëta

të mesme

të mesme

0

1

𝜔0

𝑒 −𝑗𝜔0 𝑇

-𝛽𝑐

𝑒 𝑗𝛽𝑐𝑇

𝜔1𝑐

𝑒 −𝑗𝜔1𝑐𝑇

𝛽𝑐

𝑒 −𝑗𝛽𝑐𝑇

𝜔2𝑐

𝑒 −𝑗𝜔2𝑐𝑇

𝜋𝑓𝐴

-1

𝜋𝑓𝐴

-1
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Duke pasur parasysh se rendi i transformimit m=2, 𝑔(𝑧 −1 ) mund të shkruhet si:
𝑧 −2 +𝛼1 𝑧 −1 +𝛼2

𝑔(𝑧 −1 ) = ± 𝛼

2𝑧

(2.71)

−2 +𝛼 𝑧 −1 +1
1

Në bazë të kërkesave nga tabela 2.2. specifikojmë koeficientat e ekuacionit (2.71) duke marrë:
𝑔(𝑧

−1 )

= −(

2𝛼𝑘 −1 𝑘−1
𝑧 +
𝑘+1
𝑘+1
𝑘−1 −2 2𝛼𝑘 −1
𝑧 −
𝑧 +1
𝑘+1
𝑘+1

𝑧 −1 −

)

(2.72)

ku:
𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜔0 𝑇 =

𝜔 +𝜔
𝑐𝑜𝑠( 2𝑐 1𝐶 )𝑇
2

𝜔 −𝜔
𝑐𝑜𝑠( 2𝑐 1𝐶 )𝑇

(2.73)

2

𝜔2𝑐 −𝜔1𝐶

𝑘 = 𝑐𝑡𝑔 (

2

𝑇) 𝑡𝑔

𝛽𝐶 𝑇
2

(2.74)

Transformimi i ekuacionit të dhënë (2.72) mund të marrë forma të ndryshme në varësi të
vlerës 𝛼 dhe 𝑘. Kur për shembull, k=1 𝑔(𝑧 −1 ) kemi:
𝑔(𝑧 −1 ) = −

𝑧 −1 (𝑧 −1 −𝛼)
1−𝛼𝑧 −1

(2.75)

Në bazë të tabelës (2.74) për k=1 jep:
𝜔2𝑐 − 𝜔1𝑐 = 𝛽𝑐

(2.76)

Forma (2.75) mund të aplikohet në ato raste kur frekuenca kufitare e filtrit lëshues të
frekuencave të ulëta 𝛽𝑐 , kur është e barabartë me gjerësinë e brezit lëshues të filtrit lëshues të brezit
të frekuencave.
Një rast kur 𝛼 = 0 dhe k=1, forma e funksionit 𝑔(𝑧 −1 ) është shumë e thjeshtë:
𝑔(𝑧 −1 ) = −𝑧 −2

(2.77)

Që nënkupton:
𝜔1𝑐 =
𝜔2𝑐 =

𝜋𝑓𝐴 𝛽𝑐
−
2
2
𝜋𝑓𝐴
2

+

𝛽𝑐
2

(2.78)
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𝜔0 =

𝜋𝑓𝐴
2

Secila frekuencë 𝛽 i përgjigjet filtrit të frekuencave të ulëta që i korrespondojnë dy frekuenca
të filtrit të frekuencave të mesme 𝜔1 dhe 𝜔2 . Përqindje janë 𝛼 dhe 𝑘 përcaktohen duke u bazuar
në frekuencën kufitare, me përdorimin e këtyre dy konstanteve mund të llogaritet marrëdhënia
ndërmjet frekuencës rrjedhëse dhe filtrit plotësisht. Për çdo frekuencë 𝛽 ka dy frekuenca të filtrit
të frekuencave të mesme 𝜔1 dhe 𝜔2 që të plotësojnë sistemin e ekuacioneve:
𝜔2 + 𝜔1
𝑇)
2
𝛼=
𝜔 −𝜔
cos ( 2 2 1 𝑇)
cos (

𝜔2 −𝜔1

𝑘 = 𝑐𝑡𝑔 (

2

𝑇) 𝑡𝑔

𝛽𝑇

(2.79)

2

Ata janë 𝛼, 𝑘 dhe 𝛽 madhësitë e njohura, 𝜔1 dhe 𝜔2 mund të llogariten nga sistemi i
ekuacionit (2.79). Duke përdorur relacionet elementare trigonometrike, zgjidhjet e 𝜔1 dhe 𝜔2 janë
dhënë më poshtë, përkatësisht për 𝑓1 dhe 𝑓2 :
𝑓𝐴

𝑓2/1 = 4𝜋 [𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠

𝑘 2 (2𝛼2 −1)−𝑡𝑔2
𝑘 2 +𝑡𝑔2

𝛽𝑇
2

𝛽𝑇
2

± 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠

𝛽𝑇
2
𝛽𝑇
𝑘 2 +𝑡𝑔2
2

𝑘 2 −𝑡𝑔2

]

(2.80)

d) Transformimi nga filtri lëshues i frekuencave të ulëta në filtrat jolëshues të brezit të
frekuencave (FLFU-FJBF)
Kërkesat për rastin e transformimit nga filtri lëshues i frekuencave të ulëta në filtër jo lëshues
të brezit të frekuencave, janë dhënë në tabelën 2.3. [5], [6], [15]
Bazuar në tabelën 2.3. dhe ekuacionin (2.71) 𝑔(𝑧 −1 ) për filtrin e frekuencave të larta kemi:
𝑔(𝑧

−1 )

=

2𝛼
1−𝑘
𝑧+
𝑘+1
1+𝑘
1−𝑘 −2 2𝛼 −1
𝑧 −
𝑧 +1
1+𝑘
1+𝑘

𝑧 −2 −

(2.81)

ku ajo është:
𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜔0 𝑇 =

𝜔 +𝜔
𝑐𝑜𝑠( 2𝑐 1𝑐 𝑇)
2

𝜔 −𝜔
𝑐𝑜𝑠( 2𝑐 1𝑐 𝑇)

(2.82)

2
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Tabela 2.3. Transformimet nga filtri lëshues i frekuencave të ulëta në filtër jolëshues të brezit të
frekuencave.
Frekuenca e filtrave

Variabël e filtrave

Frekuenca e filtrave

Variabël e filtrave të

lëshues të

lëshues të

jolëshues të brezit

jolëshues të brezit të

frekuencave të ulëta

frekuencave të ulëta

frekuencave

frekuencave

0

+1

𝜋𝑓𝐴

-1

𝑧 −1
0

+1

−𝛽𝑐

𝑒 𝑗𝛽𝑐𝑇

𝜔2𝑐

𝑒 −𝑗𝜔2𝑐𝑇

+𝛽𝑐

𝑒 −𝑗𝛽𝑐𝑇

𝜔1𝑐

𝑒 −𝑗𝜔1𝑐𝑇

𝜋𝑓𝐴

-1

𝜔0

𝑒 −𝑗𝜔0 𝑇

𝜔2𝑐 −𝜔1𝑐

𝑘 = 𝑡𝑔 (

2

𝑇) 𝑡𝑔

𝛽𝑐 𝑇
2

(2.83)

Për disa vlera karakteristike k=1 dhe 𝛼 ≠ 0, kemi:
𝑔(𝑧 −1 ) = −

𝑧 −1 (𝑧 −1 −𝛼)
1− 𝛼𝑧 −1

(2.84)

E cila zbatohet në ekuacionin (2.83) jep raportin e ardhshëm të frekuencave kufitare:
𝜔2𝐶 − 𝜔1𝐶 = 𝜋𝑓𝐴 − 𝛽𝑐

(2.85)

Duke marr k=1 dhe α=0 ne marrim një filtri të frekuencave të larta simetriko aritmetikor ku
është 𝑔(𝑧 −1 ) shprehje e dhënë:
𝑔(𝑧 −1 ) = 𝑧 −2

(2.86)

Frekuencat kufitare janë:
𝜔1𝑐 =

𝛽𝑐
2
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𝜔2𝑐 = 𝜋𝑓𝐴 −
𝜔0 =

𝛽𝑐
2

𝜋𝑓𝐴

(2.87)

2

Formula për llogaritjen e frekuencave të transformimit të filtrave jolëshues të brezit të
frekuencave, bazuar në frekuencat e filtrit fillestar të frekuencave të ulëta, do të jenë të ngjashme
me ato të transformimit të filtrit lëshues të brezit frekuencave. Në mënyrë të njëjtë si ekuacionet
2.87, do ta ndërtojm relacionin:
𝜔2 + 𝜔1
𝑇)
2
𝛼=
𝜔 −𝜔
cos ( 2 2 1 𝑇)
cos (

𝑘 = 𝑡𝑔 (

𝜔2 −𝜔1
2

𝑇) 𝑡𝑔

𝛽𝑇

(2.88)

2

Nga sistemi i ekuacionit (2.88) ndjekim formulën për llogaritjen e frekuencës së filtit të
frekuencave të larta:
𝑓𝐴

𝑓2/1 = 4𝜋 [𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠

𝑡𝑔2

𝛽𝑇
(2𝛼2 −1)−𝑘 2
2
𝛽𝑇
𝑡𝑔2 +𝑘 2
2

± 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠

𝛽𝑇
−𝑘 2
2
𝛽𝑇
𝑡𝑔2 +𝑘 2
2

𝑡𝑔2

]

(2.89)

Në ekuacionin aritmetikor simetrik të transformimit të filtrit të frekuencave të larta, marrim
α=0 dhe k=1, atëherë kemi:
𝑓2 =

𝑓𝐴
(2𝜋 − 𝛽𝑇)
4𝜋
𝛽𝑇

𝑓1 = 𝑓𝐴 4𝜋

(2.90)

Kur është 𝛼 ≠ 0 dhe k=1 (2.89) ai merr formën e thjeshtë si më poshtë:
𝑓𝐴

𝑓2/1 = 4𝜋 [𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠

𝑡𝑔2

𝛽𝑇
(2𝛼2 −1)−1
2
𝛽𝑇
𝑡𝑔2 +1
2

± (𝜋 − 𝛽𝑇)]

(2.91)

Tabela 2.4. Transformimet e filtrave të frekuencave të ulëta dhe të larta me brezin lëshues dhe
brezin jolëshues.

39

Llojet e filtrave

Transformimet
𝑧 −1 − 𝛼
1 − 𝛼𝑧 −1

Filtri lëshues i
frekuencave të ulët

Filtri lëshues i

−

frekuencave të larta

Filtri lëshues i brezit
frekuencor

Formulat e duhura

𝑧 −1 + 𝛼
1 + 𝛼𝑧 −1

2𝛼𝑘 −1 𝑘 − 1
𝑧 +
𝑘
+1
𝑘+1
−
𝑘 − 1 −2
2𝛼𝑘 −1
𝑧 −
𝑧 +1
𝑘+1
𝑘+1
𝑧 −2 −

𝛼=

𝛽 −𝜔
𝑠𝑖𝑛 ( 𝑐 2 𝑐 ) 𝑇
𝛽 +𝜔
𝑠𝑖𝑛 ( 𝑐 2 𝑐 ) 𝑇

𝛼=−

𝛽 +𝜔
𝑐𝑜𝑠 ( 𝑐 2 𝑐 ) 𝑇
𝛽 −𝜔
𝑐𝑜𝑠 ( 𝑐 2 𝑐 ) 𝑇

𝜔1𝑐 + 𝜔2𝑐
)𝑇
2
𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝜔0 𝑇
𝜔 − 𝜔1𝑐
𝑐𝑜𝑠 ( 2𝑐
)𝑇
2
𝑐𝑜𝑠 (

𝜔2𝑐 − 𝜔1𝑐
𝛽𝑐 𝑇
) 𝑇 𝑡𝑔
2
2

𝑘 = 𝑐𝑡𝑔 (
Filtri jolëshues i brezit
frekuencor

2𝛼 −1 1 − 𝑘
𝑧 +
1+𝑘
1+𝑘
1 − 𝑘 −2
2𝛼 −1
𝑧 −
𝑧 +1
1+𝑘
1+𝑘
𝑧 −2 −

𝜔2𝑐 + 𝜔1𝑐
)𝑇
2
𝛼=
= 𝑐𝑜𝑠𝜔0 𝑇
𝜔 −𝜔
𝑐𝑜𝑠 ( 2𝑐 2 1𝑐 ) 𝑇
𝑐𝑜𝑠 (

𝜔2𝑐 − 𝜔1𝑐
𝛽𝑐 𝑇
) 𝑇 𝑡𝑔
2
2

𝑘 = 𝑡𝑔 (

Figura 2.8. Transformimet e filtrit digjital: a) referenca e filtrit lëshues të frekuencave të ulëta; b)
filtri lëshues i frekuencave të ulëta i fituar nga transformimi; c) filtri lëshues i frekuencave të
larta; d) filtri lëshues i brezit të frekuencave; e) filtri jolëshues i brezit të frekuencave.
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2.3. Realizimi i filtrave digjital rekurziv
Realizimi i një filtri digjital është një proces me të cilin rrjeti i filtrit digjital është i formuar
në bazë të funksionit të sistemit dhe përbëhet nga elemente të vonesës, të mbledhjes dhe të
shumëzuesve që janë të ndërlidhura midis tyre. Paraqitja e simboleve dhe ekuacioneve me
elemente janë dhënë në tabelën 2.5.
Tabela 2.5. Paraqitja e simboleve dhe ekuacioneve me elemente për vonesë, mbledhje dhe
shumëzim.

Rrjeti i ndërtuar prej elemeneteve nga tabela 2.5. paraqet diagramin e rrjedhës së sinjalit
përmes një filtri digjital.
Ekzistojnë disa lloje të strukturave të realizimit të sistemeve IIR:
1. Drejtpërdrejt (ose kanonike)
2. Kaskadike
3. Paralele
4. Valore
Në praktikë realizohen kryesisht konfigurimet kaskadike dhe ato paralele. Konfigurimi i
drejtpërdrejtë nuk është i përshtatshëm për përdorim për shkak të ndjeshmërisë së lartë. Strukturat
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për realizmin e sistemit IIR janë të përbëra sepse funksioni transmetues i sistemit përmban zero
dhe pole. [5], [16]

2.3.1. Realizimi i drejtpërdrejtë (direkt)
Rrjeti i filtrit digjital që merret drejtpërdrejt nga funksioni i sistemit quhet konfigurim i
drejtpërdrejtë.
Që të fitohet struktura për realizimin e sistemit IIR, funksioni transmetues zakonisht
zbërthehet (dekompozohet) në produkt prej dy faktorëve:
𝐻(𝑧) =

−𝑘
∑𝑀
𝑌(𝑧)
𝑘=0 𝑎𝑘 𝑧
=
= 𝐻1 (𝑧) ∙ 𝐻2 (𝑧)
−𝑘
𝑋(𝑧) 1 + ∑𝑁
𝑘=1 𝑏𝑘 𝑧

Nëse marrim këto zëvendësime kemi:
𝑁

𝑌(𝑧) [1 + ∑ 𝑏𝑘 𝑧

𝑀
−𝑘

] = 𝑋(𝑧) ∑ 𝑎𝑘 𝑧 −𝑘

𝑘=1

𝑘=0

𝑁

𝑌(𝑧) + ∑ 𝑌(𝑧)𝑏𝑘 𝑧

𝑀
−𝑘

= ∑ 𝑋(𝑧)𝑎𝑘 𝑧 −𝑘

𝑘=1

𝑘=0

Duke aplikuar z transformimin inverz në anën e majtë dhe të djathtë të këtij ekuacioni,
fitojmë ekuacionin e diferencës në domenin kohor:
𝑀

𝑁

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑎𝑘 𝑥(𝑛 − 𝑘) − ∑ 𝑏𝑘 𝑦(𝑛 − 𝑘)
𝑘=0

𝑘=1

Struktura e thjeshtë për realizimin e këtij ekuacioni është dhënë në figurën 2.9. dhe kjo formë
quhet konfigurim i drejtpërdrejtë.
z-1 në figurën 2.9. paraqet elementin e vonesës T. Konfigurimi i drejtpërdrejtë ka më shumë
rëndësi teorike se sa praktike për shkak të ndjeshmërisë së lartë të koeficientëve.

42

Figura 2.9. Konfigurimi i drejtpërdrejtë.
Ekuacioni
𝑀

𝑌(𝑧)
1
𝐻(𝑧) =
=[
] [∑ 𝑎𝑘 𝑧 −𝑘 ]
𝑁
𝑋(𝑧)
1 + ∑𝑘=1 𝑏𝑘 𝑧 −1
𝑘=0

Që mund të paraqitet në formën:
𝐻(𝑧) = 𝐻1 (𝑧) ∙ 𝐻2 (𝑧)
Ku:
𝐻1 (𝑧) =

1
1+

−1
∑𝑁
𝑘=1 𝑏𝑘 𝑧
𝑀

𝐻2 (𝑧) = ∑ 𝑎𝑘 𝑧 −𝑘 =
𝑘=0

=

𝑊(𝑧)
𝑋(𝑧)

𝑌(𝑧)
𝑊(𝑧)

Funksioni transmetues 𝐻1 (𝑧) është i llojit IIR por ka vetëm pole, ky funksion paraqet pjesën
e riveprimit të strukturës së sistemit IIR. Funksioni transmetues 𝐻2 (𝑧) është i llojit FIR (sepse nuk
ka pole) dhe paraqet pjesën e drejtpërdrejtë (direkte ose feed-forward) të sistemit IIR.
Funksioni H(z) mund të realizohet me një lidhje kaskadë të funksioneve H1(z) dhe H2(z), e
cila nijhet si realizimi direkt I.
Ky realizim kërkon:
• M+N+I shumëzues;
• M+N mbledhës, dhe
• M+N+I elemente për vonesa (kohore).
Tani, nëse gjatë dekompozimit të funksionit H(z) në funksionit H1(z) dhe H2(z) bëhet kjo
zgjidhje, ashtu që të jetë:
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𝑀

𝐻1 (𝑧) = ∑ 𝑎𝑘 𝑧 −𝑘 =
𝑘=0

𝐻2 (𝑧) =

1
−1
1 + ∑𝑁
𝑘=1 𝑏𝑘 𝑧

𝑌(𝑧)
𝑊(𝑧)
=

𝑊(𝑧)
𝑋(𝑧)

Gjegjësisht, bëhet ndryshimi i rendit të nënsistemeve H1(z) dhe H2(z) nga ai i paraqitur në
përshkrimin e realizimit paraprak, fitohet forma e dytë e realizimit direkt e njohur si realizimi
direkt II. Realizimi direkt II është paraqitur në figurën 2.11.

Figura 2.10. Ilustrimi i procesit për fitimin e konfigurimit të drejtpërdrejtë të lidhjes në kaskadë.
Nga figura shihet se si pasojë e zgjedhjes inverze të funksioneve H1(z) dhe H2(z) u shfaq
mundësia që elementet e njëjta për vonesat (kohore) të shfrytëzohen për realizimin e të dy
funksioneve transmetuese H1(z) dhe H2(z).
Prandaj për realizimin direkt II nevojiten:
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•

M+N+I shumëzues;

•

M+N mbledhës, dhe

•

max(M,N) elemente për vonesa.

që paraqet minimumin absolut të elementeve të nevojshme për realizimin e funksionit transmetues
të llojit IIR. Ky realizim ndryshe quhet edhe realizimi kanonik direkt.
Njëra nga vetitë e favorshme e këtyre konfigurimeve është se koeficientët e shumëzuesve
mund të identifikohen direkt si koeficientë të polinomeve në numëruesin ose emëruesin e
funksionit transmetues.

Figura 2.11. Realizimi direkt II (kanonik).
Kur realizimi bëhet me anë të elementeve me vlera me saktësi të caktuar (fundme), strukturat
mund të dallohen dukshëm sipas vetive të tyre.
Në rastin e realizimit të sistemit të rendit të lartë të gjitha strukturat e përshkruara janë shumë
të ndjeshme ndaj joprecizitetit të paraqitjes së koeficientëve me numër të fundëm të bitave, që
praktikisht janë të papërdorshëm nëse rendi i sistemit është më i lartë se 3.
Prandaj, sistemet e rendeve të larta realizohen me anë të lidhjes në kaskadë ose paralele të
celulave, kështu që ndjeshmëria e tërë sistemit dukshëm zvogëlohet. [5], [14], [16]
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2.3.2. Realizimi kaskadik (ose në formë kaskade)

Struktura kaskadike për realizimin e filtrave digjital mund të arrihet duke paraqitur
funksionin e sistemit në formë të prodhimit të faktorëve bikuadratik:
𝑌(𝑧)

𝐻(𝑧) = 𝑋(𝑧) = 𝑎0 ∏𝑘𝑖=1 𝐻𝑖 (𝑧)

(2.93)

ku H1 ose celula e rendit të dytë, dmth.
𝐻𝑖 (𝑧) =

1+𝑎1𝑖 𝑧 −1 +𝑎2𝑖 𝑧 −2
1+𝑏1𝑖 𝑧 −1 +𝑏2𝑖 𝑧 −2

(2.94)

ose celula e rendit të parë:
1+𝑎 𝑧 −1

𝐻𝑖 (𝑧) = 1+𝑏1𝑖𝑧 −1
1𝑖

(2.95)

dhe k = [max(M,N)+1]/2, ku M dhe N janë rendet më të mëdha të polinomeve të numëruesit dhe
të emëruesit të funksionit transmetues H(z).
•

Në rastet kur është M < N, në numëruesit e disa funksioneve transmetuese parciale
koeficientët 𝑎1𝑖 dhe 𝑎2𝑖 do të jenë zero (sepse 𝑎0𝑖 + 𝑎1𝑖 𝑧 −1 + 𝑎2𝑖 𝑧 −2 = 𝑎0𝑖 + 0 ∙ 𝑧 −1 +
0 ∙ 𝑧 −2 = 𝑎0𝑖 ).

•

Nëse M > N koeficientët 𝑏1𝑖 dhe 𝑏2𝑖 do të jenë zero, gjegjësisht celula është e llojit të FIR
(sepse 1 + 𝑏1𝑖 𝑧 −1 + 𝑏2𝑖 𝑧 −2 = 1 + 0 ∙ 𝑧 −1 + 0 ∙ 𝑧 −2 ).
Nëse rendi i sistemit është tek, gjegjësisht nëse është max(M,N) numër tek, atëherë njëra

nga celulat është e rendit të parë me koeficientët 𝑎2𝑖 = 𝑏2𝑖 = 0.
Kjo procedurë quhet realizim në kaskadë dhe blloku i skemave të tij është paraqitur në
figurën 2.12.

Figura 2.12. Bllok skema e realizimit kaskadik.
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Secila nga celulat mund të realizohet në njërën nga format e konsideruara (figura 2.9 ose
figura 2.11). Problemet e realizimit në mënyrë kaskadike të filtrave digjital janë çiftimi i zerove
dhe poleve dhe rendi të celulave të kaskadës.
Për shkak të modularitetit zakonisht të gjitha celulat realizohen si celula komplete të rendit
të dytë, ashtu që disa koeficientë mund të jenë të barabartë me zero. Celulat mund të realizohen
direkt ose me anë të realizimit të transponuar.
Tani do të shqyrtojmë rrjedhën e sinjalit të filtrave digjital të rendit të dytë që realizohet në
formë të drejtpërdrejtë dhe kanonike.
Le të jetë dhënë seksioni:
𝐻(𝑧) =

𝑎0 + 𝑎1 𝑧 −1 + 𝑎2 𝑧 −2
1 + 𝑏1 𝑧 −1 + 𝑏2 𝑧 −2

Ekuacioni diferencial përkatës do të jetë:
2

2

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑎𝑘 𝑥(𝑛 − 𝑘) − ∑ 𝑏𝑘 𝑦(𝑛 − 𝑘)
𝑘=0

𝑘=1

Realizimi i këtij ekuacioni diferencial në formën e drejtpërdrejtë është paraqitur në figurën 2.13.
Le të vështrojmë rrjedhën e sinjalit të këtij filtri:
𝑛=0
𝑦(0) = 𝑎0 𝑥(0)

Figura 2.13. Realizimi i drejtpërëdrejtë i filtrit rekurziv i rendit të dytë.
𝑛=1
𝑦(1) = 𝑎0 𝑥(1) + 𝑎1 𝑥(0) − 𝑏1 𝑦(0)
47

𝑦(1) = 𝑎0 𝑥(1) + 𝑎1 𝑥(0) − 𝑏1 𝑎0 𝑥(0)
𝑛=2
𝑦(2) = 𝑎0 𝑥(2) + 𝑎1 𝑥(1) + 𝑎2 𝑥(0) − 𝑏1 𝑦(1) − 𝑏2 𝑦(0)
𝑦(2) = 𝑎0 𝑥(2) + 𝑎1 𝑥(1) + 𝑎2 𝑥(0) − 𝑏1 𝑎0 𝑥(1) − 𝑏1 𝑎1 𝑥(0) + 𝑏12 𝑎0 𝑥(0) − 𝑏2 𝑎0 𝑥(0)
Struktura e kanalit të këtij filtri korrespondon me një sistem të ekuacioneve diferenciale:
2

𝑤(𝑛) = 𝑥(𝑛) − ∑ 𝑏𝑘 𝑤(𝑛 − 𝑘)
𝑘=1
2

𝑦(𝑛) = ∑ 𝑎𝑘 𝑤(𝑛 − 𝑘)
𝑘=0

Figura 2.14 a tregon një konfiguracion të drejtpërdrejtë kanonik dhe figura 2.14 b është e
transponuar.
Rrjedha e sinjalit që i korrespondon strukturës së drejtpërdrejtë kanonike do të jetë si në vijim:
𝑛=0
𝑤(0) = 𝑥(0)
𝑦(0) = 𝑎0 𝑤(0) = 𝑎0 𝑥(0)

Figura 2.14. Realizimi i një filtri të rendit të dytë: a) kanonik, b) kanonike e transponuar.
𝑛=1
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𝑤(1) = 𝑥(1) − 𝑏1 𝑤(0) = 𝑥(1) − 𝑏1 𝑥(0)
𝑦(1) = 𝑎0 𝑤(1) + 𝑎1 𝑤(0)
𝑦(1) = 𝑎0 𝑥(1) − 𝑏1 𝑎0 𝑥(0) + 𝑎1 𝑥(0)

𝑛=2
𝑤(2) = 𝑥(2) − 𝑏1 𝑤(1) − 𝑏2 𝑤(0)
𝑤(2) = 𝑥(2) − 𝑏1 𝑥(1) + 𝑏12 𝑥(0) − 𝑏2 𝑥(0)
𝑦(2) = 𝑎0 𝑥(2) − 𝑎0 𝑏1 𝑥(1) + 𝑎0 𝑏12 𝑥(0) − 𝑎0 𝑏2 𝑥(0) + 𝑎1 𝑥(1) − 𝑎1 𝑏1 𝑥(0) + 𝑎2 𝑥(0)

Në të dy rastet (figura 2.13 dhe figura 2.14), shprehjet identike për y(n) janë marrë duke
analizuar rrjedhën e sinjalit, meqë këto dy realizime janë ekuivalente.
Realizimi i një filtri rekurziv në kaskadë është më së shumti i bazuar në zerot dhe polet e
njohura të filtrit analog referent.
Tani do të tregojmë mënyrën e formimit të celulave të filtrimit digjital të rendit të parë dhe
të dytë me anë të metodës së transformimit bilinear bazuar në zerot dhe polet e njohura të një filtri
analog.
a) Poli real
Funksioni transmetues i vijës së parë të filtrit analog referent që korrespondon me polin real është:
𝐻1𝑎 (𝑠 ′ ) =

𝐶1

1
− 𝛼1 )

(𝑠 ′

Ku duke përdorur transformimin bilinear (2.1) dhe duke marrë parasysh normalizimin e ΩC
1 𝑧−1
𝛺𝐶 𝑧 + 1

𝑠′ =
fitojmë funksionin e sistemit H1(z):
𝐻1 (𝑧) =

𝑧+1
𝐶𝑧1 (𝑧 − 𝑥1 )

ku koeficientët x1 dhe Cz1 janë dhënë me:
𝑥1 =

1 + 𝛼1 𝛺𝐶
1 − 𝛼1 𝛺𝐶
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𝐶𝑍1 =

𝐶1 (1 − 𝛼1 𝛺𝐶 )
𝛺𝐶

Figura 2.15. Celula e rendit të parë në formën e transponimit kanonik.
Realizimi i celulës së rendit të parë në formë transponimi kanonik është dhënë në figurën 2.15.

b) Një çift i poleve komplekse të konjuguara me një transferim përfundimtar zero
Le të jetë një çift i poleve komplekse të konjuguara i filtrit analog referent α±jβ dhe le të jetë
frekuenca e bartjes zero Ω∞. Funksioni transmetues i vijës së dytë të filtrit analog H2a është:
𝐻2𝑎 (𝑠 ′ ) =

2
𝑠′2 + 𝛺∞

𝐶2 (𝑠 ′ 2 − 2𝛼𝑠 ′ + 𝛼 2 + 𝛽 2 )

Duke përdorur transformimin bilinear fitojmë funksionin e sistemit H2(z):
𝐻2 (𝑧) =

𝑧 2 − 2𝑥∞ 𝑧 + 1
1
∙
2
2
2
𝑧 − 2𝑥𝑧 + (𝑥 + 𝑦 ) 𝐶𝑍2

Ku janë:
𝑥=

1 − 𝛼 2 𝛺𝐶2 − 𝛽 2 𝛺𝐶2
(1 − 𝛼𝛺𝐶 )2 + 𝛽 2 𝛺𝐶2

𝑦=±

2𝛽𝛺𝐶
(1 − 𝛼𝛺𝐶 )2 + 𝛽 2 𝛺𝐶2

𝑥∞ = −
𝐶𝑍2

2 2
𝛺∞
𝛺𝐶 − 1
2 𝛺2 + 1
𝛺∞
𝐶

(1 − 𝛼𝛺𝐶 )2 + 𝛽 2 𝛺𝐶2
= 𝐶2
2 𝛺2
1 + 𝛺∞
𝐶
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Realizimi i kësaj celule në konfigurimin kanonik transponues është treguar në figurën 2.16.

Figura 2.16. Celula e rendit të dytë në formë kanonike të transponuar.
c) Një çift i poleve komplekse të konjuguar me transferim zero në infinit

Le të shënojmë një çift të poleve komplekse të konjuguara me α±jβ; funksioni bartës i filtrit
analog referent H2a në këtë rast është:
𝐻2𝑎 (𝑠 ′ ) =

1
(𝑠 ′ 2

−

2𝛼𝑠 ′

+

1
𝛼2

+

𝛽 2 ) 𝐶2

Duke përdorur transformimin bilinear, fitojmë H2(z):
𝐻2 (𝑧) =

(𝑧 2 − 2𝑧 + 1)
1
∙
2
2
2
𝑧 − 2𝑥𝑧 + (𝑥 + 𝑦 ) 𝐶𝑍2

Llogaritja për x dhe y është dhënë në shembullin e mësipërm dhe Cz2 llogaritet nga formula
𝐶𝑍2 =

𝐶2 [(1 − 𝛼𝛺𝐶 )2 + 𝛽 2 𝛺𝐶2 ]
𝛺𝐶2

Për realizimin e kësaj celule mund të përdoret konfigurimi nga figura 2.16. [5], [14]

2.3.3. Realizimi paralel

Realizimi paralel i sistemit IIR fitohet me zhvillimin e funksionit transmetues H(z) në thyesa
parciale dhe me kombinimin e thyesave parciale që i përgjigjen poleve të çifteve të konjuguara
komplekse:
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𝑝

𝑘

𝐻(𝑧) = ∑ 𝐶𝑖 𝑧 −𝑖 + ∑ 𝐻𝑖 (𝑧)
𝑖=0

𝑖=1

ku celulat Hi(z) e formës së rendit të dytë janë:
𝑎0𝑖 + 𝑎1𝑖 𝑧 −1
𝐻𝑖 (𝑧) =
1 + 𝑏1𝑖 𝑧 −1 + 𝑏2𝑖 𝑧 −2
ose celula e rendit të parë:
𝐻𝑖 (𝑧) =

𝑎0𝑖
1 + 𝑏1𝑖 𝑧 −1

ku 𝑝 = 𝑀 − 𝑁 dhe 𝑘 = (𝑁 + 𝐼)/2. Në figurën 2.17 është paraqitur realizimi paralel i funksionit
të sistemit H(z).
Celulat e veçanta në figurën 2.17., Hi(z) janë të rendit të parë ose të dytë dhe realizohen në
formën e drejtpërdrejt kanonike.

Figura 2.17. Realizimi paralel.
Struktura me të cilën është kryer realizimi paralel i funksionit transmetues të rendit më të
lartë në figurën 2.17. në këtë rast M = N.
Për rastin kur M < N, atëherë shuma e parë në shprehjen e mësipërme, e cila paraqet pjesën
FIR të krejt sistemit, nuk ekziston.
Në rastin kur sistemi është i rendit tek njëra nga celulat është e rendit të parë, gjegjësisht te
ajo është 𝑎1𝑖 = 𝑏2𝑖 = 0
Konfigurimi paralel më së shpeshti përdoret për realizimin e filtrave digjital të projektuar
me metodën e transformimit invariante impulsive për shkak të formës së përshtatshme të funksionit
të sistemit, që jepet nëpërmjet shumës së thyesave parciale. [5], [14]
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3.

DEKLARIMI I PROBLEMT
Probemi kryesor i kësaj teme masteri është dizajnimi i filtrave me funksione transmetuese

me performansa të përshtatshme për trajtimin e sjelljeve të tyre ndaj sinjaleve të standardizuara
deri në një frekuencë të caktuar.
Janë analizuar problemet me sinjalet që filtrohen dhe të cilat kanë frekuenca më të mëdha
se sa frekuencat kufitare të filtrave të dizajnuar. Kjo është bërë ashtu që kemi pas kujdes që të mos
lëshohen sinjale me brez frekuencor i cili nuk është i përshtatshëm për brezin e filtrit të dizajnuar.
Në ato raste i kemi vërejtur anomalitë kufitare të cilat mund të ndodhin në sistemet IIR.
Në punim janë trajtuar (simuluar dhe analizuar) këto lloje të filtrave digjital rekurziv të llojit
IIR:
a) Flitri lëshues i frekuencave të ulëta
b) Filtri lëshues i frekuencave të larta
c) Filtri brezlëshues i frekuencave
d) Filtri brezjolëshues (pengues) i frekuencave

Ky trajtim është bërë duke i ndryshuar vlerat e elementeve të filtrave aktiv digjital IIR. Janë
krijuar modele të shumtë për secilin prej këtyre llojeve filtrash që janë paraqitur më lartë, duke
krijuar deri në 50 modele. Pas analizës së sjelljes së tyre është bërë përzgjedhje e atyre modeleve,
karakteristikat e të cilëve iu kanë ofruar sa më shumë karakteristikave të mostrës ideale të filtrit
përkatës. Karakteristikat e filtrave janë përshkruar matematikisht në formë të funksioneve
transmetues.
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4.

METODOLOGJIA

Së pari është bërë mbledhja e materialit (librave, broshurave, linqeve, etj.) me përmbajtje të
këtij lloji. Për këtë kam lexuar dhe përgatitur afërsisht një vit për të filluar temën. Pas kësaj, kam
marrë detyra konkrete në të cilat kam punuar një kohë të gjatë. I kam studiuar metodat e krijimit
të filtrave dhe pastaj i kam dizajnuar vetë. Studimin e performansave të tyre e kam bërë nëpërmjet
shqyrtimit të funksioneve transmetuese të fituara. Në të vërtetë, kam gjetur modelet e tyre
matematikore nga të cilat i kam studjuar sjelljet e tyre duke shfrytëzuar paqete të specializuara për
këtë qështje. Unë e kam shfrytëzuar MATLAB-in (SIMULINK-un) si një paqetë më e
përshtatshme për simulimin e këtyre modeleve. Me një fjalë, metodologjia ime e fitimit të
rezultateve të punës është bazuar në kompjuterin (Computer-based methodology).
Në këtë punim janë përdorur metodologji hulumtimi që sot njihen si metodologji,
kualitative, kuantitave, ekperimentale, etj.
Pas përfitimit të më shumë se 50 modele matematikore me anë të SIMULINK-un (si
interface grafik i MATLAB-it) janë bërë hulumtime dhe analiza vetëm mbi disa modele me
performansa më të përshtatshme për hulumtim. Simulime të llojllojshme dhe në numër të madh
janë kryer në skemat virtuale të krijuara në SIMULINK. Me anë të kësaj metode të punës janë
arritur rezultatet e dëshiruara; duke i testuar të gjitha modelet e krijuara matematikisht.
Filtrat IIR të paraqitur në temë paraqesin disa nga modelet më të mira të realizuara në këtë
punim.
Rezultatet e fituara kanë ngritur një numër hipotezash dhe kanë zbuluar disa pyetje për
hulumtim të mëtejmë. Ndër pyetjet në formë hipotezash po i cekim këto:
1) Cilat karakteristika duhet ti ketë një filtër digjital rekurziv stabil?
2) Si mund të përfitohet funKsioni transmetues i një filtri digjital rekurziv që të përmbajë sa
më pak elemente elektronike (mbledhës, shumëzues, komparatorë, etj.).
3) Cilat lloje të transformimeve duhet të përdoren që filtrat elektronik të shndërrohen në filtra
aktiv të llojit IIR?
4) Cilat realizime filtrash japin rezultat më të mirë: e drejtpërdrejtë, kaskadike apo paralele?
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5.

RAST STUDIMI

Deri më tani shqyrtuam llojet dhe metodat e dizajnimit të filtrave digjital (rekursiv). Tani do
të bëjmë dizajnimin e filtrave aktiv duke i paraqitur përmes të dhënave praktike.
Për të dizajnuar filtrat digjital, do të përdorim metodën e përafrimit, e cila në fushën e filtrave
analog, është shumë mirë e zhvilluar, gjë që jep shumë mundësi për realizimin e kërkesave të
përcaktuara.
Në tekste të ndryshme paraqiten shumë lloje të teorisë së përafrimit, në tabela dhe katalogë
të ndryshëm. Zakonisht përdoren këto lloje të përafrimeve, të cilat i kamë dizjanuar edhe unë në
pjesën e rezultateve:
-

Butterworth

-

Chebyshev I

-

Chebyshev II

-

Cauer (eliptik)
Funksioni transmetues Ha(s) është një funksion racional i një variable të pavarur komplekse

𝑠 (s=σ+jΩ) e cila shpesh është e specifikuar përmes zeros dhe poleve:
2
∞
∏𝑛𝑖=1
(𝑠 2 + 𝛺∞𝑖
)
𝐻𝑎 (𝑠) =
𝐶(𝑠 + 𝛼1 ) ∏𝑛𝑖=2(𝑠 2 + 2𝛼𝑖 𝑠 + 𝛼𝑖2 + 𝛽𝑖2 )

ku, Ω∞i janë zero hold (zero zhvendosje) ose polet e dobësimit, dhe αi±jβi janë polet e funksionit
transmetues të cilat lajmërohen në çifte komplekse të konjuguara dhe gjenden në anën e majtë të
rrafshit gjysëm kompleks s.
Për dizajnimin e filtrave digjital rekurziv shfrytëzojmë ndonjërin nga përafrimet klasike të
mësipërme dhe parametrat si: frekuenca kufitare e brezit lëshues fc, frekuenca kufitare e brezit
penguese fs, dobësimi maksimal në brezin jolëshues as, dobësimi maksimal në brezin lëshues ac,
etj., do të caktohen në bazë të llojit të filtrit që shqyrtohet.
Për kërkesa të veçanta që nuk mund të plotësohen nga përdorimi i përafrimeve klasike,
ekziston një literaturë e gjerë si në fushat e filtrimit analog dhe digjital.
Në këtë rast studimi do të analizohet përgjigja frekuencore e këtyre llojeve të filtrave:
•

Filtrat lëshues të frekuencave të ulëta;
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•

Filtrat lëshues të frekuencave të larta;

•

Filtri brezlëshues i frekuencave;

•

Filtri brezpengues (jolëshues) i frekuencave.
Për secilin nga këto katër lloje të filtrave do të diskutohen katër llojet e përafrimeve:

Butterworth, Chebyshev I, Chebyshev II dhe Elliptic, duke shfrytëzuar parametrat e njejtë.
Në veçanti do të analizohet lloji i përafrimit të Butterworth-it, ku do të gjenerojmë funksionin
trasmetues të tij në domenin kompleks 𝑧 −1, pastaj do të ndryshojmë strukturën e filtrit nga Direct
– Form II Second – Order Sections, në Direct – Form I Second – Order Sections, për të analizuar
sjelljen e filtrit nëse do të ketë ndonjë ndryshim. Për të njejtin filtër do të ndryshojmë edhe rendin
(shkallën) e filtrit për të krahasuar ndryshimet.
Për brezin lëshues dhe jolëshues të frekuencave do të ndryshojmë edhe kufinjt e dobësimeve,
për të analizuar nëse filtri do të ketë përmirësime apo shtrembërime.
Këto analiza dhe rezultate do t’i fitojmë duke përdorur paketën programuese MATLAB,
respektivisht komandën FDATool.
Në fund do të jepen rezultatet e këtyre analizave dhe rekomandimet që japim ne për
dizjanimin e këtyre llojeve të filtrave digjital rekurziv IIR.
Më poshtë janë dhënë llojet e disa shembuj të llogaritjes së filtrave digjital IIR, përmes
funksioneve transmetuese parciale. Ne kemi realizuar pothuajse filtrat e njejtë, me parametra
përafërsisht të ngjashëm por përmes paketës programuese MATLAB respektivisht komandës
FDATool e cila lejon dizajnimin e këtyre llojeve të filtrave me parametra të caktuar.
Në këtë pjesë do të shohim llogaritjet dhe realizimet përmes funksioneve transmetuese të
katër llojeve të filtrave të cilat i kemi analizuar edhe ne në pjesën e rezultateve.

5.1. Flitri lëshues i frekuencave të ulëta

Për referencat e filtrit digjital brezlëshues jepen kërkesat e mëposhtme:
-

Frekuencat kufitare brezlëshuese fc = 2500 Hz

-

Frekuencat kufitare brezpenguese fs = 3180 Hz

-

Dobësim maksimal në brezlëshues ac = 0.14 dB

-

Dobësim maksimal në brezpengues as = 20 dB
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-

Frekuenca e matjes (mostrimit) 10 kHz

Frekuenca normale kufitare e filtrit analog jepet sipas formulës:
𝛺𝐶 = 𝑡𝑔𝜋

𝑓𝑐
2.5
= 𝑡𝑔𝜋
=1
𝑓𝐴
10

Kërkesat e parashtruara mund të plotësohen me filtrin e Cauer-it të rendit të tretë. Në tabelën 5.1
merren parametrat e filtrit analog. Në kolonën e parë të tabelës 5.1 janë dhënë vlerat e koeficientëve
të reflektimit të gjërësisë së brezit, të cilat me dobësim ac lidhen me relacionin:
𝑝 = √1 − 𝑒 −2𝑎𝐶
Në kolonën e dytë është dhënë dobësimi minimal në brezpengues. Kolonat e tjera përmbajnë
parametrat e funksionit transmetues.

Tabela 5.1. Parametrat e filtrit analog

Kërkesat e parashtruara poltësojnë filtrin C03 25 θ = 400. C është simboli për filtrin e Cauerit, 03 tregon se funksioni bartës është i rendit të tretë, numri 25 tregon që p = 25%, dhe θ = 400
është këndi selektiv që korrespondon me kufirin e normalizuar të brezit jolëshues Ωs = 1.55573.
Parametrat e funksionit transmetues Ha(s) janë dhënë sipas tabelës 5.1:
C = 2.5929965;

ΩS = 1.55573;

Ω∞ = 1.742286;

α1 = -0.91421476;

β1 = 0

α2 = -0.26428028;

β2 = ±1.10031064

p = 25%;

as = 20.58dB

Frekuenca kufitare e brezit jolëshues (fs) dhe frekuenca e dobësimit e pakufishme (f∞) të
filtrit digjital janë:
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𝑓𝑆 =

𝑓𝐴
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝛺𝑆 ∙ 𝛺𝐶 = 3182𝐻𝑧
𝜋

𝑓∞ =

𝑓𝐴
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝛺∞ ∙ 𝛺𝐶 = 3340𝐻𝑧
𝜋

Funksionet e pjesshme (parciale) bartëse të rendit të parë dhe të dytë merren në këtë mënyrë:
𝐻1𝑎 (𝑠) = 𝐶

1

1

1 (𝑠−𝛼1 )

𝐻1𝑎 (𝑠) =

𝐻2𝑎 (𝑠) =

dhe 𝐶1 = −𝛼 = 1.093835
1

1
1.093835(𝑠 + 0.91421476)

2
𝑠 2 + 𝛺∞
;
𝐶2 (𝑠 2 − 2𝛼2 𝑠 + 𝛼22 + 𝛽22 )

𝐻2𝑎 (𝑠) =

𝐶2 =

𝐶
= 2.3705554
𝐶1

𝑠 2 + 3.0355605
2.3705554(𝑠 2 − 0.528560 ∙ 𝑠 + 1.28052757)

Procedura e mëposhtme është transformimi i funksioneve trametuese të pjesshme (parciale)
[𝐻1𝑎 (𝑠) 𝑑ℎ𝑒 𝐻2𝑎 (𝑠)] në domenin z.
𝐻1𝑎 (𝑠) → 𝐻1 (𝑧) =

𝑥1 =

1 + 𝛼1 𝛺𝐶
= 0.0448148
1 − 𝛼1 𝛺𝐶
𝐻1 (𝑧) =

𝑧+1
𝐶𝑧1 (𝑧 − 𝑥1 )

𝐶𝑍1 =

𝐶1
(1 − 𝛼1 𝛺𝐶 ) = 2.0938351
𝛺𝐶

𝑧+1
2.0938351(𝑧 − 0.0448148)

0.4775925 + 0.4775925 ∙ 𝑧 −1
𝐻1 (𝑧) =
1 − 0.0448148 ∙ 𝑧 −1
𝑧 2 − 2𝑥∞ 𝑧 + 1
𝐻2𝑎 (𝑠) → 𝐻2 (𝑧) =
𝐶𝑧2 [𝑧 2 − 2𝑥2 𝑧 + (𝑥22 + 𝑦22 )]
𝑥2 =

1 − 𝛼22 𝛺𝐶2 − 𝛽22 𝛺𝐶2
= −0.09986428
(1 − 𝛼2 𝛺𝐶 )2 + 𝛽22 𝛺𝐶2

𝑦2 = ±0.78339346 = ±

2𝛽2 𝛺𝐶
(1 − 𝛼2 𝛺𝐶 )2 + 𝛽22 𝛺𝐶2
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2 2
𝛺∞
𝛺𝐶 − 1
𝑥∞ = − 2 2
= −0.50440589
𝛺∞ 𝛺𝐶 + 1

𝐶𝑍2

(1 − 𝛼2 𝛺𝐶 )2 + 𝛽22 𝛺𝐶2
= 𝐶2
= 1.6501051
2 𝛺2
1 + 𝛺∞
𝐶

𝐻2 (𝑧) =
𝐻2 (𝑧) =

0.606022 ∙ 𝑧 2 + 0.611361 ∙ 𝑧 + 0.606022
𝑧 2 + 0.199728 ∙ 𝑧 + 0.623678

0.606022 + 0.611362 ∙ 𝑧 −1 + 0.606022 ∙ 𝑧 −2
1 + 0.199728 ∙ 𝑧 −1 + 0.623678 ∙ 𝑧 −2

Në figurën 5.1. është paraqitur realizimi kaskadik i këtij filtri referent me frekuenca të ulëta.

Figura 5.1. Realizimi kaskadik i filtrit referent me frekuenca të ulëta i rendit të tretë.
Lloje e tjera të filtrave digjital rekursiv fitohen nga transformimi i filtrit brez lëshues
referent në frekuenca të ulëta. Së pari bëhet transformimi i filtrit referent brezlëshues i frekuencave
të ulëta në filtrin brezlëshues me frekuencë kufitare fc = 1000Hz. Funksioni i sistemit i ri HT(z) i
filtrit brezlëshues është marrë nga funksioni i sistemit të filtrit referent H(z), kur në H(z) variabla
z-1 zëvendësohet me g(z-1) të dhënë me shprehjen:
𝑔(𝑧 −1 ) =

𝑧 −1 − 𝛼
1 − 𝛼𝑧 −1

ku parametri α përcaktohet nga ky relacioni, i cili lidh frekuencat kufitare të filtrave:
59

𝛼=

𝛽 −𝜔
𝑠𝑖𝑛 ( 𝐶 2 𝐶 ) 𝑇
𝛽 +𝜔
𝑠𝑖𝑛 ( 𝐶 2 𝐶 ) 𝑇

βC – frekuenca kufitare e filtrit referent = 2π∙2500 rad/sec
ωC – frekuenca kufitare e filtrit të transformuar në frekuenca të ulëta = 2π∙1000 rad/sec
T – perioda e mostrimit = 1/fA = 100 µsec
Me zëvendësimin e thjeshtë të vlerave për disa madhësi fitojmë:
𝛼=

𝑠𝑖𝑛(0.15𝜋 )
= 0.509525
𝑠𝑖𝑛(0.35𝜋 )

Prandaj, funksioni i transformimit jepet nga ekuacioni:
𝑔(𝑧 −1 ) =

𝑧 −1 − 0.509525
1 − 0.509525 ∙ 𝑧 −1

Funksionet e sistemit të rendit të parë dhe të dytë, të filtrit të ri të frekuencave të ulëta,
merren nga funksionet përkatëse të sistemit të filtrit referent në këtë mënyrë:

𝐻1𝑇 (𝑧) = 𝐻1 (𝑧)

𝑧 −1 − 0.509525
1 − 0.509525 𝑧 −1
−1
𝑧 − 0.509525
1 − 0.044815
1 − 0.509525 𝑧 −1

0.477593 + 0.477593 ∙
𝑧 −1 −0.509525
|𝑧 −1 →
1−0.509525 𝑧 −1

𝐻1𝑇 (𝑧) =

=

0.229018 + 0.229018 𝑧 −1
1 − 0.541964 𝑧 −1

Ngjashëm,
𝐻2𝑇 (𝑧) = 𝐻2 (𝑧)

𝐻2𝑇 (𝑧) =

𝑧 −1 −0.509525
|𝑧 −1 →
1−0.509525 𝑧 −1

𝑧 −1 − 0.509525
𝑧 −1 − 0.509525 2
+
0.606022(
)
1 − 0.509525 𝑧 −1
1 − 0.509525 𝑧 −1
𝑧 −1 − 0.509525
𝑧 −1 − 0.509525 2
1 + 0.199728
+ 0.623678(
)
−1
1 − 0.509525 𝑧
1 − 0.509525 𝑧 −1

0.606022 + 0.611362

𝐻2𝑇 (𝑧) =

0.426214 − 0.438675 𝑧 −1 + 0.426214 𝑧 −2
1 − 1.323425 𝑧 −1 + 0.737186 𝑧 −2
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Realizimi në kaskadë i këtijë filtri të frekuencave të ulëta është paraqitur në figurën 5.2.

Figura 5.2. Realizimi në kaskadë i filtrit të transformuar të frekuencave
të ulëta të rendit të tretë.

Në fund, duhet theksuar se duke përdorur shprehjen:
𝑔(𝑧

−1 )

𝑧 −1 − 𝛼
=
1 − 𝛼𝑧 −1

mund të llogaritet frekuenca f e filtrit të transformuar të frekuencave të ulëta, që i përgjigjet
frekuencës β/2π të filtrit referent. Ekuacioni që lidh këto dy frekuenca është:
𝑓=

𝑓𝐴
𝑠𝑖𝑛𝛽𝑇
𝛼𝑠𝑖𝑛𝛽𝑇
[𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
− 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
]
2𝜋
𝑐𝑜𝑠𝛽𝑇 + 𝛼
1 + 𝛼𝑐𝑜𝑠𝛽𝑇

Bazuar në këtë relacion, llogaritet frekuenca kufitare e brezit jolëshues (fS) dhe frekuenca
pakufi e dobësimit (f∞) e filtrit të transformuar:
𝑓𝑆 = 1490𝐻𝑧

𝑑ℎ𝑒

𝑓∞ = 1638𝐻𝑧

e cila është marrë duke simuluar karakteristikat e frekuencave të dobësimit të të dy filtrave
brezlëshues. Këto karakteristika janë paraqitur në figurën 5.3. [5], [10], [17]
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_________ referente,
- - - - - - - - transformuese.

Figura 5.3. Karakteristikat e frekuencës së dobësimit të filtrit të frekuencave të ulëta.

5.2. Filtri lëshues i frekuencave të larta

Filtri lëshues me brez të frekuencave të larta (FLFL), frekuenca kufitare e të cilit fC = 4kHz
është marrë duke transformuar filtrin referent lëshues të frekuencave të ulëta. Në këtë rast,
ekuacioni i transformimit jepet nga shprehja:
𝑔(𝑧 −1 ) = −

𝑧 −1 + 𝛼
1 + 𝛼𝑧 −1

ku parametri α është përcaktuar nga ky relacioni, i cili lidh frekuencat kufitare të filtrit:

𝛼=−

𝛽 +𝜔
𝑐𝑜𝑠 ( 𝐶 2 𝐶 ) 𝑇
𝛽 −𝜔
𝑐𝑜𝑠 ( 𝐶 2 𝐶 ) 𝑇

βC – frekuenca kufitare e filtrit referent = 2∙2500 rad/sec
ωC – frekuenca kufitare e filtrit të frekuencave të larta = 2∙4000 rad/sec
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T – perioda e mostrimit = 1/fA = 100 µse
Prandaj, parametri α është i barabartë me:
𝛼=−

𝑐𝑜𝑠(0.65𝜋)
= 0.509525
𝑐𝑜𝑠(0.15𝜋)

kështu që funksioni i transformimit jepet nga ekuacioni
𝑔(𝑧 −1 ) = −

𝑧 −1 + 0.509525
1 + 0.509525 𝑧 −1

Funksionet e sistemeve të filtrit të frekuencave të larta të rendit të parë dhe të dytë, fitohen
nga funksionet përkatëse të sistemit referent të filtrit të frekuencave të ulëta në mënyrën e
mëposhtme:
𝐻1𝑇 (𝑧) = 𝐻1 (𝑧)

𝐻1𝑇 (𝑧) =

|𝑧 −1 →−

𝑧 −1 +0.509525
1+0.509525 𝑧 −1

0.229018 − 0.229018 𝑧 −1
1 + 0.541964 ∙ 𝑧 −1

Në mënyrë të ngjashme,
𝐻2𝑇 (𝑧) = 𝐻2 (𝑧)

𝐻2𝑇 (𝑧) =

|𝑧 −1 →−

𝑧 −1 +0.509525
1+0.509525 𝑧 −1

0.426214 + 0.438675 𝑧 −1 + 0.426214 𝑧 −2
1 + 1.323425 𝑧 −1 + 0.737186 𝑧 −2

Nëse e krahasojmë sitemin e funksionit të fituar me funksionet përkatëse të sistemit të
transformuar të filtrit të frekuencave të ulëta, mund të vërehet se midis këtyre funksioneve ka një
ndryshim vetëm në shenjën e anëtarit që përmban 𝑧 −1 . Kjo mund të pritej për shkak se ekziston
një lidhje midis frekuencave përkatëse të këtyre filtrave:
𝜔𝐿𝐹 𝑇 + 𝜔𝑈𝐹 𝑇 = 𝜋
𝜔𝐿𝐹 𝑇 dhe 𝜔𝑈𝐹 𝑇 mund të jenë: frekuenca kufitare me brez lëshues apo brez jolëshues, pastaj
frekuenca të dobësimit të pafundëm, etj. Kur midis frekuencave korresponduese të filtrave me
frekuenca të ulëta dhe frekuenca të larta, vazhdon lidhja e mësipërme, funksioni i sistemit të filtrit
të frekuencave të larta mund të merret nga funksioni i sistemit të filtrit të frekuencave të ulëta, kur
z-1 i fundit, zëvendësohet me -z-1.
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Realizimi në kaskadë i filtrit të frekuencave të larta është paraqitur në figurën 5.4.

Figura 5.4. Realizimi në kaskadë i filtrit të frekuencave të larta i rendit të tretë.
Frekuenca f e filtrit të frekuencave të larta që korrespondon me frekuencën e β/2π të filtrit
referent është:
(1 − 𝛼 2 )𝑠𝑖𝑛𝛽𝑇
𝑓𝐴 𝑓𝐴
𝑓= −
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
(1 + 𝛼 2 )𝑐𝑜𝑠𝛽𝑇 + 2𝛼
2 2𝜋
Në bazë të këtij relacioni, llogaritet frekuenca kufitare e filtrit brez jolëshues (fS) dhe
frekuenca e dobësimit e pafundme (f∞) e filtrit të frekuencave të larta:
𝑓𝑆 = 3510𝐻𝑧

𝑑ℎ𝑒

𝑓∞ = 3362𝐻𝑧

Karakteristika frekuencore e dobësimit të këtij filtri është treguar në figurën 5.5. [5], [17]

Figura 5.5. Karakteristika frekuencore e dobësimit të filtrit të frekuencave të larta.
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5.3. Filtri me brez lëshues të frekuencave

Filtri me brez lëshues frekuencor, i cili ka frekuencat kufitare të gjerësis së brezit
f1C=1500Hz dhe f2C=2500Hz, është fituar me transformimin e filtrit të frekuncave të ulëta,
frekuenca kufitare e të cilit është fC=1000Hz. Duhet theksuar se për fitimin e filtrit me brez lëshues,
është marrë me qëllim transformimi i filtrit të frekuencave të ulëta, sepse në këtë rast është:
𝑓2𝐶 − 𝑓1𝐶 = 𝑓𝐶
kështu që parametri k është i njëjtë:

𝑘 = 𝑐𝑡𝑔 (

2𝜋𝑓2𝐶 − 2𝜋𝑓1𝐶
2𝜋𝑓𝐶 𝑇
𝑇) ∙ 𝑡𝑔
=1
2
2

Me këtë, procesi i fitimit të filtrit me brez lëshues përmes transformimit të filtrit të
frekuencave të ulëta nuk ka humbur në përgjithësi origjinalitetin e tij, sepse gjithmonë mund të
kuptohet se ndryshimi në frekuencat kufitare është filtri me brez lëshues frekuencor me kufirin e
frekuencës së filtrit lëshues të frekuencave të ulëta. Kur k=1 për fitimin e filtrit me brez lëshues
përdoret transformimi:
𝑔(𝑧 −1 ) = −

𝑧 −1 (𝑧 −1 − 𝛼)
1 − 𝛼𝑧 −1

ku parametri α përcaktohet me relacioni:
𝜔2𝐶 + 𝜔1𝐶
)𝑇
2
𝛼=
; 𝜔1𝐶 = 2𝜋𝑓1𝐶 ; 𝜔2𝐶 = 2𝜋 𝑓2𝐶 ;
𝜔 −𝜔
cos ( 2𝐶 2 1𝐶 ) 𝑇
cos (

𝑇=

1
𝑓𝐴

Në rastin tonë
𝛼=

cos(0.4𝜋)
= 0.32492
cos(0.1𝜋)

kështu që ekuacioni i transformimit bëhet
𝑔(𝑧 −1 ) = −

𝑧 −1 (𝑧 −1 − 0.32492)
1 − 0.32492 𝑧 −1
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Funksioni i sistemit të filtrit me brez lëshues fitohet nga transformimi i funksionit përkatës
të sistemit të filtrit të frekuencave të ulëta të transformuar në këtë mënyrë si më posht:
𝐻1𝑇 (𝑧) = 𝐻1 (𝑧)

𝐻1𝑇 (𝑧) =

|𝑧 −1 →−

𝑧 −1 (𝑧 −1 −0.32492)
1−0.32492 𝑧 −1

0.229018 − 0.229018 𝑧 −2
1 − 0.501015 𝑧 −1 + 0.541964 𝑧 −2

Ngjashëm,
𝐻2𝑇 (𝑧) = 𝐻2 (𝑧)

|𝑧 −1 →−

𝑧 −1 (𝑧 −1 −0.32492)
1−0.32492 𝑧 −1

0.426214 − 0.419505 𝑧 −1 + 0.57498 𝑧 −2 − 0.419505 𝑧 −3 + 0.426214 𝑧 −4
=
1 − 1.079847 𝑧 −1 + 1.646543 𝑧 −2 − 0.90906 𝑧 −3 + 0.737186 𝑧 −4

𝐻2𝑇 (𝑧)

Termi H2T(z) është një funksion racional i rendit të katërt, i cili, për shkak të realizimit në
kaskadë të filtrit me brez lëshues, duhet të shkruhet si prodhim i dy funksioneve bikuadratike:

𝐻2𝑇 (𝑧) =

0.652851 + 0.2957 𝑧 −1 + 0.652851 𝑧 −2 0.652851 + 0.938274 𝑧 −1 + 0.652851 𝑧 −2
∙
1 − 1.141947 𝑧 −1 + 0.873874 𝑧 −2
1 + 0.0621 𝑧 −1 + 0.843583 𝑧 −2

Realizimi në kaskadë i filtrit me brez lëshues është dhënë në figurën 5.6. [5], [17]

Figura 5.6. Realizimi në kaskadë i filtrit me brez lëshues i rendit të gjashtë.

66

Të përkujtojmë edhe një herë se në këtë rast të transformimit të filtrit të frekuencave të ulëta
në filtër me brez lëshues, vlera e parametrit k=1. Kur për transformim supozohet të jetë α≠0 dhe
k=1, atëherë llogarisim frekuencat rrethore, ω2 mbi gjerësinë e brezit, dhe ω1 poshtë gjerësisë së
brezit që korrespondon me frekuencën rrethore β të filtrit të frekuencave të ulëta:
𝛽𝑇
(2𝛼 2 − 1) − 𝑡𝑔2
1
2 + 𝛽𝑇
𝜔2 𝑇 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝛽𝑇
2
2
1 + 𝑡𝑔2 2
𝛽𝑇
(2𝛼 2 − 1) − 𝑡𝑔2
1
2 − 𝛽𝑇
𝜔1 𝑇 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠
𝛽𝑇
2
2
1 + 𝑡𝑔2 2
Duke përdorur këto lidhje, llogariten frekuencat kufitare të brezit pengues (fS1 dhe fS2) dhe
frekuencat e dobësimit të pafundme (f∞1 dhe f∞2):
𝑓𝑆1 = 1286 𝐻𝑧 𝑑ℎ𝑒 𝑓𝑆2 = 2776 𝐻𝑧
𝑓∞1 = 1224 𝐻𝑧 𝑑ℎ𝑒 𝑓∞2 = 2862 𝐻𝑧
Zvogëlimi i frekuencës së këtij filtri tregohet në figurën 5.7.
5.4. Filtri me brez jolëshues të frekuencave
Filtri me brez jolëshues, i cili ka brezin lëshues që varion nga 0Hz deri në f1C=340Hz dhe
nga f2C=4340Hz deri te fA/2=5000Hz, është përfituar duke transformuar filtrin lëshues të
frekuencave të ulëta, frekuenca kufitare e të cilit është 1000Hz. Gjithashtu duhet të theksohet se
filtri me brez pengues është përfituar qëllimisht me transformimin e filtrit lëshues të frekuencave
të ulëta, sepse në atë rast është:
𝑓2𝐶 − 𝑓1𝐶 =

𝑓𝐴
− 𝑓𝐶
2

përkatësisht:
𝜔2𝐶 𝑇 − 𝜔1𝐶 𝑇 𝜋 𝛽𝐶 𝑇
= −
2
2
2

𝑘𝑢

𝛽𝐶 = 2𝜋𝑓𝐶 𝑑ℎ𝑒 𝑇 =

1
𝑓𝐴

kështu që parametri k është i barabart me:
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𝜔2𝐶 − 𝜔1𝐶
𝛽𝐶 𝑇
) 𝑇 ∙ 𝑡𝑔
=1
2
2

𝑘 = 𝑡𝑔 (

Figura 5.7. Karakteristika e dobësimit të frekuencës me brez lëshues.
Kur k = 1, për përfitimin e filtrit me brez pengues përdoret transformimi:
𝑔(𝑧

−1 )

𝑧 −1 (𝑧 −1 − 𝛼)
=
1 − 𝛼𝑧 −1

ku parametri α përcaktohet nga relacioni:
𝜔 +𝜔
cos ( 2𝐶 2 1𝐶 ) 𝑇
𝛼=
𝜔 −𝜔
cos ( 2𝐶 2 1𝐶 ) 𝑇
Kur vlera e frekuencave rrethore zëvendësohet, fitohet:
𝛼 = 0.32492
dhe transformimi i ekuacionit bëhet:
𝑔(𝑧

−1 )

𝑧 −1 (𝑧 −1 − 0.32492)
=
1 − 0.32492 𝑧 −1

Funksioni i sistemit të filtrit me brez pengues përfitohet nga funksionet përkatëse të sistemit
të filtrit të frekuencave të ulëta të transformuar në mënyrën e mëposhtme:
𝐻1𝑇 (𝑧) = 𝐻1 (𝑧)

𝑧 −1 (𝑧 −1 −0.32492)
|𝑧 −1 →
1−0.32492 𝑧 −1
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𝐻1𝑇 (𝑧)

0.229018 − 0.148825 𝑧 −1 + 0.229018 𝑧 −2
=
1 − 0.148825 𝑧 −1 − 0.541964 𝑧 −2

Në mënyrë të ngjashme:
𝐻2𝑇 (𝑧) = 𝐻2 (𝑧)

𝐻2𝑇 (𝑧) =

𝑧 −1 (𝑧 −1 −0.32492)
|𝑧 −1 →
1−0.32492 𝑧 −1

0.426214 − 0.134437 𝑧 −1 − 0.394994 𝑧 −2 − 0.134437 𝑧 −3 + 0.426214 𝑧 −4
1 − 0.219833 𝑧 −1 − 1.279743 𝑧 −2 − 0.049046 𝑧 −3 + 0.737186 𝑧 −4

Termi për H2T(z) është një funksion racional i rendit të katërt i cili, për shkak të realizimit
në kaskadë të brezit jolëshues, duhet të shkruhet si prodhim i dy funksioneve bikuadratike:
𝐻2𝑇 (𝑧) =

0.652851 + 1.018654 𝑧 −1 + 0.652851 𝑧 −2 0.652851 − 1.224578 𝑧 −1 + 0.652851 𝑧 −2
∙
1 + 1.62528 𝑧 −1 + 0.819226 𝑧 −2
1 − 1.845113 𝑧 −1 + 0.899856 𝑧 −2

Realizimi në kaskadë i filtrit me brez jolëshues është paraqitur në figurën 5.8.

Figura 5.8. Realizimi në kaskadë i filtrit me brez jolëshues i rendit të gjashtë.
Duke pasur parasysh se në rastin tonë α≠0 dhe k=1, llogaritet frekuenca: f2, e cila ndodhet mbi f0
dhe f1, e cila është nën f0, ku f0=fA/2arccosα=1973Hz:
𝛽𝑇

𝑡𝑔2 2 (2𝛼2 − 1) − 1 1
𝑓𝐴 1
𝑓2 =
+ (𝜋 − 𝛽𝑇)]
[ 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠
2𝜋 2
2
2 𝛽𝑇
𝑡𝑔 2 + 1
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𝛽𝑇

𝑡𝑔2 2 (2𝛼2 − 1) − 1 1
𝑓𝐴 1
𝑓1 =
− (𝜋 − 𝛽𝑇)]
[ 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠
2𝜋 2
2
2 𝛽𝑇
𝑡𝑔 2 + 1

Në këto kushte, β=2πf, frekuenca rrethore e filtrit lëshues të frekuencave të ulëta. Me ndihmën e
këtyre relacioneve bëhet llogaritja e frekuencave kufitare të brezit jolëshues (fS1 dhe fS2) dhe
frekuencave të dobësimit të pafundme (f∞1 dhe f∞2). [5], [17]
𝑓𝑆1 = 510 𝐻𝑧 𝑑ℎ𝑒 𝑓𝑆2 = 4020 𝐻𝑧
𝑓∞1 = 563 𝐻𝑧 𝑑ℎ𝑒 𝑓∞2 = 3925 𝐻𝑧

70

6. REZULTATET E HULUMTIMIT

Rezultatet e hulumtimit janë fituar për disa lloje të filtrave digjital rekurziv duke parë se
funksionet parciale të fituara gjatë llogaritjeve të funksioneve transmetuese të tyre, nëse lidhen me
lidhje kaskadike japin një sinjal dalës të dëshiruar dhe të pritshëm.
Në fakt, unë kamë krijuar shumë modele të filtrave digjiltal IIR, duke ndryshuar parametrat
e tyre, ashtu që të arrijë deri te rezultatet e dëshiruara. Pra, pikësynimi është realizimi i këtyre
lljeve të filtrave me një përgjigje frekuencore sa më ideale, pa shtrembërime, dobësime të sinjalit
dhe gjithashtu të një shkalle (rendi) minimale të filtrit.
Në rezultate kamë paraqitur disa nga realizimet të cilat më së shumti i plotësojnë kërkesat e
parashtruara të një lloj filtri.
Pasi që tek filtrat pothuajse gjithmonë kemi hapësirë për manipulime, drejt perfeksionimit
atëherë në pjesën e fundit kemi paraqitur edhe konkluzionet dhe rekomandimet për secilin lloj të
këtyre filtrave.

6.1. Flitri lëshues i frekuencave të ulëta

Filtri lëshues i frekuencave të ulëta është një filtër i cili lëshon frekuencat e ulëta deri në një
frekuencë të caktuar kufitare. Nëse për këtë filtër caktojmë këta parametra:
-

Struktura: Direct – Form II, Second – Order Sections

-

Order: 3

-

Response Type: Lowpass

-

Design Method: Butterworth

-

Frekuenca kufitare brez lëshuese fc = 1500 Hz;

-

Frekuenca kufitare brez penguese fs = 3180 Hz;

Nga këto të dhëna gjenerohet lakorja si në figurë:
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Figura 6.1. Diagrami për filtrin lëshues të frekuencave të ulëta sipas parametrave të dhënë.

Nga diagrami shohim se ky filtër lëshon frekuenca të cilat janë më të ulëta se 1500Hz, kufiri
të cilin e kemi caktuar ne. Mbi vlerën e kësaj frekuence lakorja fillon të bie eksponencialisht.
Për këtë filtër llogarisimi edhe transfer funksionin, përmes shkrimit në MATLAB:

Shihet se varabla komplekse z është e rendit (-2) dhe koha e mostrimit është shumë e vogël
0.002 sekonda.
𝐻(𝑧) =

0.9115 + 1.83 𝑧 −1 + 0.9115𝑧 −2
1 + 1.809 𝑧 −1 + 0.8375 𝑧 −2

Nëse te ky filtër ndyshojmë strukturën e tij në Direct – Form I, Second – Order Sections,
shohim se diagrami mbetet i njejtë.
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Figura 6.2. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave të ulëta me strukturë Direct – Form I,
Second – Order Sections.
Analizojmë edhe lloje të tjera të filtrit IIR lëshues të frekuencave të ulëta, përveç atij të
Butterworth-it.

Figura 6.3. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave të ulëta i llojit Chebyshev-I.
Filtri Chebyshev-I, te ky filtër përveç tjerash duhet të caktohet edhe dobësimi maksimal në
brezin jolëshues as = 20 dB.
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Shohim se ky nuk është një filtër stabil, pra edhe brenda zonës së lëshimit të frekuencave
të ulëta 0-1500Hz kemi dobësime të sinjalit.

Figura 6.4. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave të ulëta i llojit Chebyshev-II.
Filtri Chebyshev-II, edhe te ky filtër duhet të caktohet dobësimi maksimal në brezin jolëshues
as = 20 dB. Nga diagrami shohim se deri në frekuencën kufitare 1500Hz ky filtër lëshon frkuencat
e ulëta pastaj në këtë pikë kemi një shkëputje (dobësim të sinjalit) dhe prap vazhdon me një rënie
për 20dB.

Figura 6.5. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave të ulëta i llojit Elliptic.
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Filtri Elliptic, te ky filtër përveq dobësimit maksimal në brezin jolëshues as = 20 dB duhet
të caktohet edhe dobësim maksimal në brezin lëshues ac = 0.14 dB. Nga grafiku shohim se ky filtër
deri në frekuencën 1500Hz lëshon frekuencat e ulëta pastaj kemi dobësim të sinjalit në kufijt e
caktuar.
Nëse gjatë diskutimit përsëri ndryshojmë një parameter të këtij filtri, pra rendin (order), do
të shohim ndryshimet që pëson diagrami i këtij filtri, më parë diskutuam për rendin 3. Më poshtë
do të paraqesim rendin 10 dhe 50 të këtijë filtri.

Figura 6.6. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave të ulëta i rendit 10.

Figura 6.7. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave të ulëta i rendit 50.
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Nga këto dy figura shohim se me rritjen e rendit të filtrit lakorja (filtri) bëhet edhe më ideal,
qka edhe na nevojitet gjatë dizajnimit. Por, problemi është që ky filtër do të përmbajë shumë
variabla komplekse që për llogaritje do të ketë vështirësi, gjithashtu kjo pllakë do të jetë jopraktike
sa i përket pjesës hardverike.

6.2. Filtri lëshues i frekuencave të larta

Filtri lëshues i frekuencave të larta është një filtër i cili lëshon sinjalin në frekuenca të larta
deri tek një frekuencë e caktuar kufitare. Nëse për këtë filtër caktojmë këta parametra:
-

Struktura: Direct – Form II, Second – Order Sections

-

Order: 3

-

Response Type: Highpass

-

Design Method: Butterworth

-

frekuenca kufitare brez lëshuese fc = 1800 Hz;

-

frekuenca kufitare brez penguese fs = 4000 Hz;

Nga këto të dhëna gjenerohet lakorja si në figurë:

Figura 6.8. Diagrami për filtrin lëshues të frekuencave të larta sipas parametrave të dhënë.
Nga diagrami shohim se ky filtër ka dobësim të sinjalit në frekuenca më të ulëta se 1800 Hz,
pra ky filtër lëshues i frekuencave të larta lëshon sinjalin për frekuenca mbi 1800 Hz.
Për këtë filtër llogarisimi edhe transfer funksionin, përmes shkrimit në MATLAB:
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Shihet se varabla komplekse z është e rendit (-2) dhe koha e mostrimit është shumë e vogël 0.002
sekonda.
𝐻(𝑧) =

0.0212 − 0.04239𝑧 −1 + 0.0212𝑧 −2
1 + 1.648 𝑧 −1 + 0.7323 𝑧 −2

Nëse te ky filtër ndyshojmë strukturën e tij në Direct – Form I, Second – Order Sections,
shohim se diagrami mbetet i njejtë.
Analizojmë edhe lloje të tjera të filtrit IIR lëshues të frekuencave të larta, përveç atij të
Butterworth-it, me të njejtat parametra.

Figura 6.9. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave larta i llojit Chebyshev-I.
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Filtri Chebyshev-I, te ky filtër përveç tjerash duhet të caktohet edhe dobësimi maksimal në
brezin jolëshues as = 20 dB. Nga figura shohim se ky nuk është një filtër i mirë pasi që në
frekuencën kufitare të caktuar 1800 Hz kemi vetë një lëshim të vogël të sinjalit dhe prap kemi
dobësim të tij për 20 dB.

Figura 6.10. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave larta i llojit Chebyshev-II.
Filtri Chebyshev-II, edhe te ky filtër duhet të caktohet dobësimi maksimal në brezin
jolëshues as = 20 dB. Nga diagrami shohim se ky është një filtër më i mirë se Chebyshev-I sepse
deri në frekuencën e caktuar kufitare 1800 Hz ky lëshon sinjal me dobësim më të vogël dhe mbi
këtë frekuencë lëshon sinjal pa dobësime.

Figura 6.11. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave larta i llojit Elliptic.
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Për filtrin Elliptic, rendi i filtrit duhet të jetë minimum, gjithashtu duhet të caktohet edhe
frekuenca e ndërprerjes Fstop = 1500 Hz si dhe kufijt e dobësimit Astop = 20 dB dhe Apass = 0.14
dB. Sa më e madhe të jetë diferenca ndërmjet magnitudave të dobësimit filtri do të ketë shumë
dobëime të sinjalit në dalje.
Nëse gjatë diskutimit përsëri ndryshojmë një parameter tjetër të këtij filtri, pra rendin
(order), do të shohim se qfarë ndyshime pëson lakorja nga diagrami, më parë diskutuam për rendin
3. Më poshtë do të paraqesim rendin 10 dhe 50 të këtijë filtri.

Figura 6.12. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave të larta i rendit 10.

Figura 6.13. Realizimi i filtrit lëshues të frekuencave të larta i rendit 50.
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Nga dy figurat e mësipërme shohim se me ndryshimin e rendit të filtrit, lakorja nuk
ndryshon, vetëm magnituda zvogëlohet edhe më shumë. Pasi që filtrat e rendit shumë të lartë nuk
janë praktik për përdorim, filtrit të frekuencave të larta nuk kemi nevojë të ja rrisimi rendi mjafton
edhe Minimum order.

6.3. Filtri me brez lëshues të frekuencave

Filtri me brez lëshues frekuencor fitohet me transformimin e filtrit të frekuncave të ulëta.
Për të paraqitur sjelljen e këtij filtri, kemi marrë këta parametra:
-

Struktura: Direct – Form II, Second – Order Sections;

-

Order: Minimum order;

-

Response Type: Bandpass;

-

Design Method: Butterworth;

-

Frekuenca kufitare FS = 2800 Hz;

-

Frekuencat kufitare të brezit pengues fStop1 = 400 Hz dhe fStop2 = 1400 Hz;

-

Frekuencat kufitare të brezit lëshues fPass1 = 600 Hz dhe fPass2 = 1390 Hz;

-

Kufijt e dobësimit Astop1 = 20 dB, Astop2 = 40 dB dhe Apass = 0.14 dB.

Figura 6.14. Diagrami për filtrin me brezi lëshues të frekuencave sipas parametrave të dhënë.
Nga diagrami shihet se brezi lëshues i këtijë filtri, pa dobësime, fillon në frekuencën e
caktuar 600 Hz vazhdon deri në 1390 Hz. Për frekuenca të tjera kemi dobësim të sinjalit në kufijt
e caktuar.
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Transfer funksion që gjenerohet nga ky filtër është:

𝐻(𝑧) =

0.7705 − 0.7705 𝑧 −2
1 − 0.6139 𝑧 −1 + 0.7989 𝑧 −2

Nëse ndyshojmë strukturën e këtij filtri në Direct – Form I, Second – Order Sections, dalja
mbetet e njejtë.
Analizojmë edhe lloje të tjera të filtrit IIR me brez lëshues të frekuencave, përveç atij të
Butterworth-it, me të njejtat parametra.

Figura 6.15. Realizimi i filtrit me brez lëshues të frekuencave i llojit Chebyshev-I.
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Nga figura shohim se për filtrin Chebyshev-I me të njejtat parametra do të kemi një dobësim
të sinjalit në frekuenca më të vogla se 600 Hz në krahasim me filtrin e Butterworth-it, kurse pjesa
tjeter mbetet e njejt për frekuenca më të mëdha.

Figura 6.16. Realizimi i filtrit me brez lëshues të frekuencave i llojit Chebyshev-II.
Nga figura shohim se filtri Chebyshev-II me parametrat e njejt, ka një formë tjeter apo
dobësim më të madh në frekuenca më të ulëta se 600 Hz, në krahasim me llojet e lartpërmendura
të filtrave. Për frekuenca më të mëdha filtri lëshon sinjalin pa dobësime.

Figura 6.17. Realizimi i filtrit me brez lëshues të frekuencave i llojit Elliptic.
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Lloji Elliptic i filtrit gjithashtu ka një lakore të ngjashme me atë Chebyshev-II, për të njejtat
parametra. Kemi dobësim të sinjalit në frekuenca më të ulëta se 600 Hz dhe stabilitet për frekuenca
më të larta.
Nëse gjatë diskutimit të këtij lloj filtri ndryshojmë kufinjët e dobësimit Apass dhe Astop do
të shohim se lakoret nuk pësojnë ndryshime vetëm magnituda zvogëlohet.

6.4. Filtri me brez jolëshues të frekuencave

Filtri me brez jolëshues frekuencor fitohet gjithashtu me transformimin e filtrit të frekuncave
të ulëta.
Për të paraqitur sjelljen e këtij filtri, kemi marrë këta parametra:
-

Struktura: Direct – Form II, Second – Order Sections;

-

Order: Minimum order;

-

Response Type: Bandstop;

-

Design Method: Butterworth;

-

Frekuenca kufitare FS = 4000 Hz;

-

Frekuencat kufitare të brezit pengues fStop1 = 960 Hz dhe fStop2 = 1200 Hz;

-

Frekuencat kufitare të brezit lëshues fPass1 = 720 Hz dhe fPass2 = 1400 Hz;

-

Kufijt e dobësimit Apass1 = 20 dB, Astop = 40 dB dhe Apass2 = 0.14 dB.

Figura 6.18. Diagrami për filtrin me brez jolëshues të frekuencave sipas parametrave të dhënë.
Nga diagrami shohim se ky filtër dobëson sinjalin në brezin frekuencor nga 800 – 1400 Hz.
Për frekuenca të tjera sinjali në hyrej bartet pa humbje në dalje. Do të shohim në vazhdim gjatë
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dizajnimit të këtijë filtri, duke i ndryshuar ndonjë parametër, do të mundohemi të e ngushtojmë sa
më shumë këtë brez të dobësimit të sinjalit.
Për këtë filtër llogarisimi edhe transfer funksionin, përmes shkrimit në MATLAB:

0.8623 + 0.1886 𝑧 −1 + 0.8623 𝑧 −2
𝐻(𝑧) =
1 + 0.8583 𝑧 −1 + 0.8608 𝑧 −2
Nëse ndyshojmë strukturën e këtij filtri në Direct – Form I, Second – Order Sections, dalja
mbetet e njejtë.
Analizojmë edhe lloje të tjera të filtrit IIR me brez jolëshues të frekuencave, përveç atij të
Butterworth-it, me të njejtat parametra.

Figura 6.19. Realizimi i filtrit me brez jolëshues të frekuencave i llojit Chebyshev-I.
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Nga figura shohim se për filtrin Chebyshev-I me të njejtat parametra do të kemi një brez pak
më të gjerë të dobësimit se sa te filtri i Batterworth-it.

Figura 6.20. Realizimi i filtrit me brez jolëshues të frekuencave i llojit Chebyshev-II.
Nga figura shohim se filtri Chebyshev-II me parametrat e njejt, brezin e dobësimit të sinjalit
e ka me një formë tjetër, pra kemi një dobësim të sinjalit por jo plotësisht të ndërprerë si në dy
llojet që i përmendëm më lart.

Figura 6.21. Realizimi i filtrit me brez jolëshues të frekuencave i llojit Elliptic.
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Lloji Elliptic i filtrit gjithashtu ka një lakore të ngjashme me atë Chebyshev-II, për të njejtat
parametra. Nëse gjatë diskutimit të këtij lloj filtri ndryshojmë kufinjët e dobësimit Apass dhe Astop
duke i dhënë atyre vlera shumë të vogla do të shohim se brezi i frekuencave ku kemi dobësim të
sinjalit do të ngushtohet shumë sa që mund të mos përfillet. Kjo tregohet nga figura e mëposhtme.

Figura 6.22. Realizimi i filtrit me brez jolëshues të frekuencave me një dobësim minimal duke
ndryshuar ndryshuar vlerat e magnitudës.
Nga figura shohim se Apass1 nga 20 dB është zvogëluar në 0.00001 dB, Astop nga 40 dB
në 0.0001 dB dhe Apass2 nga 0.14 dB në 0.00001 dB. Pra, ky është një filtër shumë i mirë.
Për filtrat e shqyrtuar më lartë mund të llogarisim edhe numrin e shumëzuesve,
mbledhësve dhe elementet e vonesës.
•

Për filtrat e rendit 3 kemi: M + N + I = 3 + 3 + 1 = 7 elemente gjithësej;

•

Për filtrat e rendit 10 kemi: M + N + I = 10 + 10 + 1 = 21 elemente gjithësej;

•

Për filtrat e rendit 50 kemi: M + N + I = 50 + 50 + 1 = 101 elemente gjithësej;
Pra, shohim se filtart me rend (shkallë) të lartë përmbajnë shumë elemente, që janë jo të

përshtatshëm praktikish, prandaj për të minimizuar numrin e këtyre elementeve realizohen lidhjet
në kaskadë apo lidhja paralele.

86

7. KONKLUZIONET DHE REKOMANDIMET

Për secilin lloj të filtrit, poshtë figurave janë dhënë edhe konkluzionet rreth asaj se çfarë
lakore është gjeneruar pas simulimit të parametrave të përcaktuar për secilin lloj të filtrave të
shqyrtuar. Prandaj, në këtë pjesë do të jepen rekomandimet lidhur me llojin e filtrit se cilët
parametra duheti ti ketë filtri i caktuar që të jetë sa më ideal për llojin e vet.
•

Flitri lëshues i frekuencave të ulëta
Siç shihet nga pjesa e rezultateve, gjatë krahasimit të modeleve të paraqitur për filtrin lëshues

të frekuencave të ulëta, nga parametrat e caktuar për këtë filtër, kërkesat më së shumëti i plotëson
lloji i përafrimit Baterworth-it për dallim nga llojet e tjera të përafrimeve.
-

Struktura: Direct – Form II, Second – Order Sections

-

Order: 3

-

Response Type: Lowpass

-

Design Method: Butterworth

-

frekuencat kufitare brez lëshuese fc = 1500 Hz;

-

frekuencat kufitare brez penguese fs = 3180 Hz;

Figura 7.1. Diagrami për filtrin lëshues të frekuencave të ulëta sipas parametrave të dhënë i
rekomanduar.
Gjatë krahasimit të modeleve të dhëna kemi parë se me rritjen e rendit (shkallës) së filtrti
lakorja bëhet edhe më ideale. Filtrit në figurën 7.1. është i rendit të 3-të, ku nga figura 6.6. dhe 6.7.
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shohim se me rritjen e rendit të filtrit në 10 ose 50, filtrti do të jetë më ideal. Por, ne në pranktikë
nuk mund ta lejojmë një rend të tillë për shkak të hapsirës që nevojitet dhe shpenzimeve, pra është
jopraktik.
Si rekomandim prap mbetet filtrti i paraqitur në figurën 7.1. si model i filtrit lëshues të
frekuencave të ulëta.
•

Filtri lëshues i frekuencave të larta

Edhe për këtë filtër nga pjesa e rezultateve, nga modelet e analizuara shohim se përafrimi i
Baterworth-it i poltëson më së tepërmi kërkesat e parashtruara të filtrit lëshues të frekuencave të
larta, se sa përafrimet tjera.
-

Struktura: Direct – Form II, Second – Order Sections

-

Order: 3

-

Response Type: Highpass

-

Design Method: Butterworth

-

frekuencat kufitare brez lëshuese fc = 1800 Hz;

-

frekuencat kufitare brez penguese fs = 4000 Hz;

Nga këto të dhëna gjenerohet lakorja si në figurë:

Figura 7.2. Diagrami për filtrin lëshues të frekuencave të larta sipas parametrave të dhënë i
rekomanduar.
Gjatë analizës së këtij filtri, pra me ndryshimin e llojit të strukturës së filtrit ose me
ndryshimin e rendit (shkallës) së filtrit figura 6.12 dhe 6.13, kemi vërejtur se lakorja e këtijë filtri
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nuk pëson ndryshime përpos që zvogëlohet magnituda, prandaj si rekomandim mbetet ky lloj i
filtrit i rendit të 3-të.
•

Filtri me brez lëshues të frekuencave
Gjatë analizës te pjesa e rezultateve për këtë lloj filtri gjithashtu ideale mbetet përafrimi i

Baterworth-it për parametrat e caktuar, sesa llojet e tjera të përafrimeve.
-

Struktura: Direct – Form II, Second – Order Sections;

-

Order: Minimum order;

-

Response Type: Bandpass;

-

Design Method: Butterworth;

-

Frekuenca kufitare FS = 2800 Hz;

-

Frekuencat kufitare të brezit pengues fStop1 = 400 Hz dhe fStop2 = 1400 Hz;

-

Frekuencat kufitare të brezit lëshues fPass1 = 600 Hz dhe fPass2 = 1390 Hz;

-

Kufijt e dobësimit Astop1 = 20 dB, Astop2 = 40 dB dhe Apass = 0.14 dB.

Figura 7.3. Diagrami për filtrin me brez lëshues të frekuencave sipas parametrave të dhënë i
rekomanduar.
Te ky filtër pasi që rendi i filtrit kërkohet të jetë në minimum, kemi ndryshuar vlerat e
kufinjëve të dobësimit Astop1, Astop2 dhe Apass, por nuk është vërejtur ndonjë ndryshim në
lakoren e filtrit me brez lëshues të frekuencave, prandaj mbetet si rekomandim ky lloj filtri me
këta parametra.
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•

Filtri me brez jolëshues të frekuencave
Nga analiza e këtijë filtri në pjesën e rezultateve, shohim se për filtrin me brez jolëshues të

frekuencave janë të përshtatshme llojet e përafrimeve të Baterworth-it dhe Chebyshev-I.
Për të paraqitur sjelljen e këtij filtri, kemi marrë këta parametra:
-

Struktura: Direct – Form II, Second – Order Sections;

-

Order: Minimum order;

-

Response Type: Bandstop;

-

Design Method: Butterworth;

-

Frekuenca kufitare FS = 4000 Hz;

-

Frekuencat kufitare të brezit pengues fStop1 = 960 Hz dhe fStop2 = 1200 Hz;

-

Frekuencat kufitare të brezit lëshues fPass1 = 720 Hz dhe fPass2 = 1400 Hz;

-

Kufijt e dobësimit Apass1 = 20 dB, Astop = 40 dB dhe Apass2 = 0.14 dB.

Figura 7.4. Diagrami për brezin jolëshues të frekuencave sipas parametrave të dhënë i
rekomanduar

Nëse gjatë analizës së këtij filtri ndryshojmë kufinjët e dobësimit Apass dhe Astop duke i
dhënë atyre vlera shumë të vogla do të shohim se brezi i frekuencave ku kemi dobësim të sinjalit
do të ngushtohet shumë sa që mund të mos përfillet.

90

Prandaj për filtrin me brez lëshues të frekuencave, përpos parametrave të dhënë
rekomandohet që kufinjëve të dobësimit të tijë të i jipen vlera shumë të vogla për një filtër ideal,
që pretendojmë.

Figura 7.5. Realizimi i brezit jolëshues të frekuencave me një dobësim minimal duke ndryshuar
ndryshuar vlerat e magnitudës, i rekomanduar.
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